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Ueber positive quadratische Formen. 


(Von Herrn Hermann Minkowski in Königsberg i. Pr.) 


Meine Abhandlung „Sur la theorie des formes quadratiques A coef- 
ficients entiers“ *) schliesst mit der Bestimmung des Maasses für einige 
Genera von positiven quadratischen Formen. Das Maass eines Genus ist 
eine Grösse, welche erhalten wird, indem man sämmtliche Klassen des 
Genus abzählt und dabei die einzelnen Klassen in entsprechenden Verhält- 
nissen rechnet, als sie verschiedene Formen besitzen. Ich hatte mich seiner 
Zeit auf die Betrachtung specieller Genera beschränkt. Mittlerweile bin 
ich zu einfachen Ergebnissen für das Maass eines beliebigen Genus gelangt. 
Die schliesslichen Formeln sind zu einem Theile bereits von H. J. Stephen 
Smith veröffentlicht worden **). Das Resultat gewinnt aber ausserordentlich 
an Klarheit und erlangt eine weitergehende Bedeutung, indem man jene Defi- 
nition des Genus zu Grunde legt, von welcher ich in der erwähnten Arbeit aus- 
gegangen bin, und zu welcher auch Herr Poincare geführt worden ist ***) 

Ich setze Formen von fester Variabelnzahl » und von nichtver- 
schwindender Determinante voraus. Dann definire ich: 


(A.) Das Genus einer Form f= Fa,x,r, wird gebildet von allen den 
l 


Formen g, welche denselben Trägheitsindex wie f besitzen, und welche 
mit f für jeden beliebigen Modul N congruent sind. 
Dabei heisst eine Form g congruent mit f in Bezug auf einen Modul 


j 


N, wenn es möglich ist, aus f mit Hülfe einer linearen Substitution von 
einer Determinante = 1 (mod. N) eine Form herzuleiten, in welcher sämmt- 
liche Coeffieienten für den Modul N dieselben Reste lassen wie die ent- 
sprechenden Üoeffieienten von g. 

*) Memoires presentes A l’Acadömie des Sciences T. XAIX. No. 2. 

*#) Proceedings of the Royal Society of London. 1868. 
**#) Comptes rendus de l’Acad&mie des Sciences ä Paris. 1582. 1. 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 1. 1 








Minkowski, über positive quadratische Formen. 


Die Definition (A.) stellt an die Formen g nur scheinbar unendlich 
viele Anforderungen. In Wirklichkeit gilt der Satz: 

(B.) Eine Form g gehört dann und nur dann dem Genus einer 
Form f an, wenn sie denselben Index J und dieselbe Determinante / wie 
f besitzt und dazu mit f für den Modul 24 congruent ist. 

Immer dann, wenn diese Bedingungen erfüllt sind, wird es zugleich 
(nach Sätzen von Smith) möglich sein, die Form f in die Form g mittelst 
soleher linearen Substitutionen von der Determinante 1 überzuführen, in 
denen die Üoefficienten rationale Zahlen mit einem zu 24 relativ primen 
(seneralnenner sind. 

Das Genus einer Form f= |ja,| ist eindeutig bestimmt, sobald man 
sein vollständiges System von Invarianten kennt. Dieses System umfasst die 
folgenden Grössen: 

1’. Den Index J der Form f. 

2". Die grössten positiven Thheiler der sämmtlichen Unterdeterminanten 


von 1, 2,... n Reihen des Systemes |a,|. Diese Theiler mögen der Reihe 
nach mit d,, d,, ... d,_, bezeichnet werden, so dass sich insbesondere 


U mi (— EIS. 
ergiebt. 

3. n—1 Grössen 0,, 0, ... 0,_,, welche die Werthe 1 oder 2 haben. 
nd zwar ist ein o, gleich 1, wenn unter den symmetrischen %h-reihigen 
linoren von |a,| sich solche vorfinden, die, vom Theiler d,_, befreit, 
ungerade ausfallen; gleich 2, wenn das Entgegengesetzte eintritt. 

4‘. Eine Reihe von Einheiten +1, die Charaktere der Form f. 

In Art. IV und Art. XI meiner am Anfange eitirten Arbeit sind alle 
Bedingungen zusammengestellt, denen die Invarianten eines (wirklich existi- 
renden) (Genus zu genügen haben. Insbesondere müssen die » Gleichungen 


r 
J 


L 
\ 


2 N „AN— 
dhh=n duh=00, +»: + dıa=00  ..0- 
stets zu » ganzen Zahlen 0, 0, ... O,_, führen. 


Ich will hier nur von positiven Formen sprechen, also J= 0 voraus- 
setzen. ‚Jede positive Form f lässt eine endliche Anzahl von Transfor- 
mationen von der Determinante 1 in sich zu. Diese Anzahl mag {(f) 
genannt sein. Die Grösse £(f) ist constant für alle Formen der Klasse /; 
ihr reeiproker Werth stellt das Maass der Klasse f vor. 

Das Maass M eines positiven Genus f (= ja,!) ist nun definirt durch 
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Minkowski, über positive quadratische Formen. 


eine Summe: 
1 


$ 
(4) 

erstreckt über sämmtliche verschiedenen Formenklassen %, welche das 

betrachtete Genus aufweist *). 

Mit f(N) will ich bezeichnen, wie viele für einen Modul N ineon- 
gruente Substitutionen von einer Determinante =1 (mod. N) man bilden 
kann, die, auf f= !a,| angewandt, die sämmtlichen Reste «,, (mod. N) unge- 
ändert lassen. Gemäss der Definition (A.) wird die Zahl f(N) eine Inva- 
riante des Genus f vorstellen. Den reciproken Werth dieser Zahl wird 
man passend als das Maass des Genus f für den Modul N bezeichnen 
können. 


Diese speciellen Maasse finde ich als die wesentlichen Factoren 


1 
f(N) 
des Maasses M. 

In Betreff der Zahlen f{N) gelten folgende Sätze: 

1. Wenn N sich aus mehreren Primzahlpotenzen zusammensetzt, 
N=II(g‘), so ist f(N) = IIf(d‘). 

Für Potenzen einer festen Primzahl g findet man: 

2", Für alle Potenzen g’, welche die höchste in 
U,n—1 


2 ® Hi (0,) 


enthaltene Potenz von g überschreiten, fällt die Grösse 


(q) 
n(n—1) 
4 
constant aus. Man setze diese Grösse gleich 
U | 
a .fiq|, 
V,n—1 (s—A)ln-A+1) 1 
vo q”’ die höchste i ( Ä ) enthaltene Potenz v ‘ 
wo q° die höchste ın /I (o, ) enthaltene Fotenz von qg sei. 


Alsdann wird fg} im Wesentlichen nur von quadratischen Charakteren des 
(renus f abhängen. (Ferner wird für das zu f adjungirte Genus 


; "04 
F= ES —-zr 
ı Od 


*) Eisenstein, dieses Journal Band 35. 
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die Gleichung F|g| =f|g! gelten.) Die Grösse f|g| bildet so den haupt- 
sächlichen Factor aller Grössen f(q‘). 
Wenn nun 


1,n—1 
D = (oe), 
h 


so erhalte ich für das Maass des Genus f einfach: 
ee BE 
na m fa fa 


PC). 
Bu BE”: ) allen (Ta)=vn, ete.) 


22 %' GE 0 
(N 


(e) M= ecyYD 


wo e die Constante 


> 


) 
‚l 


bedeutet, und wo das Product der Reihe nach über alle Primzahlen 
q=2, 3, 5, 7, ... auszudehnen ist. 

Als Beispiel betrachte man ein positives Genus von (eigentlich) pri- 
mitiven binären Formen von einer Determinante /=1 (mod.4). Man hat 
hier n=2, o,=1,0,=D=4. Für jede ungerade Primzahl g, die nicht 
in JS aufgeht, ergiebt sich 


i : — INA 
flat = 1-)-|]; 
dagegen für jede Primzahl g aus 24: 
fig = 2. 


Bedeutet also « die Anzahl aller (ungeraden) Primzahlen von 7, so kommt 


er FREUT 
u 


NM = Ei v4 s/ =) h 


m m’ 


wo m alle positiven und zu 2.7 relativ primen Zahlen zu durchlaufen hat. 
Ist 4>1, so besitzt jede Klasse unseres Genus das Maass 1. Die Grösse 
M wird dann gleich der halben Klassenanzahl des betrachteten Genus. 
Man gewinnt so ein Resultat, welches mit den Dirichletschen Formeln über- 
einstimmt. 

Ohne mich bei weiteren Beispielen aufzuhalten, will ich nur zeigen, 
dass der Ausdruck («.) stets einen endlichen Werth besitzt. 

Für jede ungerade Primzahl g, die nicht in D aufgeht, findet man, 
wenn » gerade: 
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n 


ne = (1-Ha-)-- [1-3 L] 


q 
q° 
und wenn » ungerade: 


nat = (1-ı-F)-(1-26) 


Für jede solche Primzahl fällt also die Grösse 


1 1 l 
ea 3 
q q jo 
u ü | q } . Eu E 
fiat 
besonders einfach aus. Nun kann man leicht in («.) diese Grösse als all- 
gemeines Productglied einführen. Man braucht nur mit der Identität 


l= 8.8.8, ll) ee )-(1- Fer ) 


q 
1 
ZU 
Werth in bekannter Weise durch die 4° Bernouillische Zahl, B,, ausge- 
drückt ist. Setzt man, wenn » gerade: 


“ E . “ 4 1 “ 
zu multiplieiren, wo $,, die Summe 14% bezeichnet, deren 


(2) .B.B....B, 


und wenn » ungerade: 
1—3 


= (2) BB..B_— 
2 we; : 


n—1 ’ 
2 


lässt man ferner OÖ die sämmtlichen Primzahlen von 2D durchlaufen. so 
kommt, wenn » = (0 (mod. 2): 


u m 
m“ m’ 


0 Ct 
(BEE ER ET FB (air 2 
E 
(wo die Summation alle positiven und zu 2D relativ primen Zahlen m be- 
trifft), und wenn »=1 (mod. 2), so kommt: 
(B) M = 1.VD.IIE,. 
0 


Diese Ausdrücke sind denen ähnlich, welche Smith angegeben hat, 
und man kann wohl aus der erwähnten Note von Smith die Werthe der 
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Grössen E, für ungerade Primzahlen ö, sowie in einigen speeciellen Fällen 
auch für die Primzahl ö =2 entnehmen. Doch tritt dort nieht die hier ent- 
wickelte einfache Bedeutung dieser Grössen zu Tage, und diese gerade ist 
es, welche erkennen lässt, dass ähnliche Verhältnisse auch für allgemeinere 
Formen bestehen. Vor allem fällt auf, dass der Ausdruck («.) nichts ent- 
hält, was an positive quadratische Formen gebunden ist. In der That be- 
sitzt dieser Ausdruck auch für alle indefiniten Genera (von nicht zerlegbaren 
Formen) einen endlichen Werth. Indem man nach der Bedeutung dieses 
Werthes forscht, gelangt man zu einer interessanten Erklärung des Maass- 
begriftes für indefinite Formen. 


Ich will noch einige Sätze in Betreff der Reduction der positiven 
Formen mit beliebigen reellen Coeffieienten hinzufügen. Ist diese es ja, 
welche die Mittel giebt, um in jedem einzelnen Falle die Klassen eines 
Genus zu sondern und deren Maass zu berechnen. Ich wende (in etwas 
veränderter Form) diejenige Reduetionsmethode an, welche Herr Hermite 
im 40. Bande dieses Journals S. 302 aufgestellt hat. 

„In einer gegebenen Klasse von positiven quadratischen Formen 
sollen diejenigen Formen 

[= 24,08 
reducirte heissen, welche vor allen anderen Formen den kleinsten Werth 
der Verbindung 
R = a,t0.0.+0%.a3 +. +0"\.a,, 
ergeben, wo Ö eine positive unendlich kleine Grösse bezeichnet.“ 

(Gemäss dieser Definition werden alle redueirten Formen einer Klasse 

in den » Coeffieienten 


a rs 


nn 
übereinstimmen. Der Coeffieient a,, insbesondere wird das Minimum der 
Klasse f vorstellen. 


Die charakteristischen Bedingungen soleher redueirten Formen rühren 
für a=2 von Lagrange und für a= 53 von Seeber her. Für den Fall »n=4 
habe ich einen diesbezüglichen Satz in den Comptes rendus vom April 1883 
mitgetheilt. (Der Beweis ist dort, namentlich am Schluss, durch eine Menge 
Drucktehler sehr entstellt.) Ein weiterer Satz existirt nun für den Fall 
»—=5. Ich fasse das Resultat für alle vier Fälle »=2, 3, 4,5 zusammen. 
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.In diesen Fällen ist eine Form 


f = 3a,2;2; 


1 
immer und nur dann eine positive und redueirte Form, wenn sie einer Reihe 
von Ungleichungen 
(EL) fl, m, ... m) >@ G=1,2,..0%) 


et 


genügt, wo die m,, je nach den vier Fällen, den folgenden Tlabellen gemäss 
zu wählen sind: 























n=2, n ) 
m, | rm, m, rm tm; 
Ei | 0 
l 
| | 
n==4, =5 
m; | m. | + m; | tm m; | tm; | mM; | rm | mn 
1 0 0 l 0 0 0 
5 kur! "Yasıız’ | N 0 0 
Pr | ' | | i 0 
| N 
% 2 
und wenn ferner 
Be een... 


ist." 
In allen diesen Fällen wird also eine Hermitesche redueirte Form 
durch eine endliche Anzahl einfacher linearer Ungleichungen definirt. 
Genügt eine Form allen Bedingungen (1].), so ist sie entweder selbst 
redueirt, oder lässt sich doch durch eine oder mehrere Substitutionen von 
der Art 


ey, em 


in eine redueirte Form überführen. Jedenfalls stimmen ihre » Haupteoef- 
fieienten, abgesehen von der Reihenfolge, mit den » Üoefficienten a, einer 
ihr äquivalenten redueirten Form überein. Nun erkennt man leicht, dass 
den Bedingungen (I.) alle solehen Formen genügen müssen, welehe in ihrer 
Klasse den kleinsten Werth der Verbindung 


_ 4m nt. 
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oder der Verbindung 
N, = Gun, 
oder gewisser ähnlicher Verbindungen R ergeben. 

In den Fällen z=2, 3, 4, 5 liefern sonach die Hermiteschen redu- 
cirten Formen einer Klasse für jede einzelne der Grössen a,+4»+--+a,,, 
A,dat+M 143 +', Aılane.-Ayns ».. den Kleinsten Werth, welchen diese Grösse 
für Formen der betrachteten Klasse überhaupt annehmen kann. Umgekehrt, 
wenn eine Form von »(=2, 3, 4, 5) Variabeln für irgend eine der Ver- 
bindungen NR einen kleinsten Werth ergiebt, so geht diese Form bei ge- 
eigneter Permutation ihrer Coeffieientenreihen in eine Hermitesche redueirte 
Form über; sie liefert also auch für alle anderen Verbindungen R einen 
kleinsten Werth. 

Diese Sätze, welche für »„=2 und »=3 interessante Eigenschaften 
ebener und räumlicher Gitter ausdrücken, scheinen um so bemerkenswerther, 
als sie nicht mehr für grössere Werthe des » gelten. 

Im Allgemeinen ist eine redueirte Form um so eigenthümlicher, in 
je mehr von den Ungleiehungen (I.) und (II.) das Gleichheitszeichen statt- 
n (n +1) 4 

2 
linear unabhängige von den Ungleichungen (1l.) und (1I.) in Gleichungen 
übergehen, durch die dann die Verhältnisse der =. Grössen a, voll- 
ständig und zwar in rationaler Weise bestimmt sind. Solche redueirten 
Formen mögen Grenzformen heissen. Unter allen Grenzformen, denen die- 


selben Verhältnisse der Öoeffieienten zukommen, wird es offenbar eine geben, 


hat. Es giebt nun positive redueirte Formen f, für welche 


deren Coeffieienten ganze Zahlen ohne einen gemeinsamen Theiler sind. 
Diese heisse eine primitive Grenzform. 

„Da die Anzahl der Ungleichungen (I.) und (II.) eine beschränkte 
ist, so existirt (für »=2, 3, 4, 5) immer nur eine beschränkte Anzahl von 
primitiven Grenzformen.“ 

Um dieselben wirklich darzustellen, will ich mit (a), diejenige qua- 
dratische Form von »v Variabeln bezeichnen, deren » Haupteoeffieienten 
sämmtlich gleich a, und deren übrige Coeffieienten sämmtlich gleich 1 sind. 
Die Determinante dieser Form ist (a—1)’”"".(a—1+r). Ich finde dann 
folgende primitive Grenzformen: 

Wenn »=2 ist, die Form 9 = 2), =2(2)+2,2%,423) und deren Neben- 


redueirte 2 — 2,0473). 
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Wenn »=3 ist, die Form p = (2), und die Nebenredueirten dieser Form. 

Wenn » =4 ist, die Form = (2), und deren Nebenredueirten: ferner 
die Form w, welche durch die Substitution 

= Yıty, 2 = 2y, G=1,2,3) 
in 
Zt) +2) = 2lyıty+Ys+ Ya) 
übergeht, und die Nebenredueirten dieser Form w. 

Wenn »=5 ist, die Form = (2), und deren Nebenredueirten:; weiter 

die Form w, welche durch die Substitution 

= ytryız Behr Y EURÄLER IE 
in (2), +(2),+ (2); übergeht, und deren Nebenredueirten; endlich die Form z, 
welche durch 

2, =Yyı,r(-1V)'y, 2 = 2y; Ba 
in (4), übergeht, und die Nebenredueirten von 7. 

Ohne Mühe wird man erkennen, dass die Klassen dieser Grenz- 
formen identisch sind mit den ‚„‚formes extrömes‘‘, welche die Herren Korkine 
und Zolotareff in ihren interessanten Aufsätzen im 6. und 11. Bande der 
Mathematischen Annalen eingeführt haben. Es sind darunter positive Formen 
verstanden, welche die Eigenschaft besitzen, dass ihr Minimum abnimmt, 
so oft den Coeffieienten unendlich kleine Variationen beigelegt werden, 
welche die Determinante der Form nicht vergrössern. Die nahe Beziehung 
zu diesen „Formen mit grösstem Minimum“ ist für die Reduetionsmethode 
von Herrn Hermite charakteristisch. 


Wiesbaden. den 31. Januar 1885. 


Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 1. 
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Ueber Eigenschaften der durch Quadraturen alge- 
braischer Functionen darstellbaren Integrale linearer 


nicht homogener Differentialgleichungen. 
(Von Herrn Leo Königsberger in Heidelberg.) 


Den Gegenstand der vorliegenden Arbeit bildet die Untersuchung 
der Form derjenigen Integrale linearer nicht homogener Differentialglei- 
chungen, welche sich als algebraische Functionen von Logarithmen und 
Abelschen Integralen darstellen lassen, deren Logarithmanden und Inte- 
grationsgrenzen algebraische Functionen der unabhängigen Variabeln sind, 
unter der Voraussetzung, dass die redueirte lineare homogene Differential- 
gleichung aus eben diesen Transcendenten algebraisch zusammengesetzte 
Integrale nicht besitzt *), und soll somit die allgemeine Theorie derjenigen 
Sätze entwickeln, welche ich für specielle Fälle und unter beschränkenden 
Annahmen bereits früher in diesem Journal und in meinen „Allgemeinen 
Untersuchungen aus der Theorie der Differentialgleichungen“ aufgestellt und 
als Verallgemeinerungen der bekannten Abelschen Sätze bezeichnet habe. 

Zunächst mag bemerkt werden, dass man aus jeder homogenen 
linearen Differentialgleichung, deren Integrale theils algebraische Funetionen 
theils 'Transcendenten beliebiger Natur sein mögen, eine zugehörige nicht 
homogene lineare Differentialgleichung bilden kann, welche ein Integral 
der eben bezeichneten Art, also einen aus Logarithmen und Abelschen 
Integralen zusammengesetzten Integralausdruck besitzt; denn hat z. B. die 
homogene Differentialgleichung ein algebraisches Integral «, so leuchtet 
unmittelbar ein, dass, wenn man aloge, worin v eine beliebige algebraische 
Function von x ist, in die linke Seite der homogenen Differentialgleichung 


) oder — worauf wir später zurückkommen — nur solche Integrale dieser Art 
hat, für welche die Logarithmanden sowie die Grenzen der Abelschen Integrale 
rationale Funetionen der Coeffiecienten der nicht homogenen Differentialgleichung sind. 
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einsetzt, sich eine algebraische Funetion von x ergiebt, die wir somit nur 
zur rechten Seite der nicht homogenen linearen Differentialgleichung zu 
machen haben, damit „log® ein Integral derselben wird; hat jedoch die 
homogene Differentialgleichung kein algebraisches Integral, und fehlt in 
derselben die abhängige Variable selbst, so wird man stets eloge, worin 
c eine Constante ist, zum Integral der entsprechenden nicht homogenen 
Differentialgleichung machen können — in wiefern diese Annahmen für die 
redueirte Differentialgleichung nothwendig sind, wird die weitere Unter- 
suchung ergeben *). Endlich wird es, bevor wir in die Untersuchung selbst 
eintreten, nicht überflüssig sein hinzuzufügen, dass, ohne weitere Voraus- 
setzung für die Integrale der homogenen Differentialgleichung, das Integral 
der nicht homogenen Differentialgleichung aus beliebigen algebraischen 
Zusammensetzungen von Logarithmen und Abelschen Integralen bestehen 
kann, deren Logarithmanden und Integrationsgrenzen wiederum algebraische 
rationale oder irrationale Functionen der Üoetficienten der Differentialglei- 
chung sein können; so hat die Differentialgleichung 


d’z 1 ds 4 z 2 
dx’ x dx = 9: 
deren redueirte Differentialgleichung 
d’z 1 ds ER 
d.r? Br. : 
die particulären Integrale 
ss, =z und 3»=zlogzr 
besitzt, selbst das Integral 
3 = c+r(loge)‘; 
ferner genügt der Differentialgleichung 
d’s _ 22-2) dis  X22—5) ds _Ale-3) _ 22-1 
de? az(z—1) de’ “© z°’(r—1) de ale —1) (2— 1)?’ 


deren redueirte Gleichung die partieulären Integrale 


s,=2, »=zloge, = <zloge—1 


besitzt, das Integral 


*) Geht man bei dem in Rede stehenden Probleme von der bekannten Form der 
Integrale nicht homogener linearer Differentialgleichungen aus, so erkennt man leicht 
den Zusammenhang mit der in einer früheren Arbeit von mir behandelten Frage von 
der algebraischen Reduction der Integrale von Transcendenten, welehe dureh Differential- 
gleiehungen definirt sind, auf eben diese Transcendenten. 


J% 
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z = «loge.log(x-1), 
und endlich hat die Differentialgleichung 


d’z z 1 
Da a Se 0 
dx? % 4 2° 4x’ 














deren redueirte durch die particulären Ausdrücke 








s, == und »=zlogr 





erfüllt ist, das Integral 






















3 = Ye.logc+e, 
dessen Bestandtheile nicht rational in den Üoefficienten der gegebenen Diffe- 
rentialgleichung darstellbar sind. 
Sei also die lineare nicht homogene Differentialgleichung 


d” % dm -1z dr—?z 


d 
(1.) dar + Y; daer-ı +Y; der? +++ Bu Fr. + Y„2 - Yy 





gegeben, in welcher Y, Y. ... Y„, y algebraische Funetionen von x 
bedeuten, deren Definitionsgleichungen wir uns mit Adjungirung von x als 


irreduetibel vorstellen wollen, und besitze diese Differentialgleichung ein 
Integral der Form 


(2.) 3 = F(z,logv, logo, ... logo, # "Yıds, / "Veds,... / "V.ds), 


worin V;, V, ... V, algebraische Funetionen von s, und ©, © ... %,, 81, 
Sy ».. 8, algebraische Functionen von x bedeuten, welche letzteren wir uns 
definirt denken wollen durch die algebraischen Gleichungen 


(3.) ve + fi. (®; Y... Yon: Wort + fe ul® Y,, ... Das y) =0 (=12...0 
und 

(4.) sP+ PB (€, Ya Yon VDE Au as ni Pı33(®; Yıyııı Yon y) = 0 0-12... 0, 
die mit Adjungirung der Grössen x, Y,, ... Y„, y als irreductibel voraus- 
gesetzt werden. Da man nun annehmen darf, dass zwischen den in dem 
Integrale (2.) vorkommenden Transcendenten nicht schon eine algebraische 
Beziehung stattfindet — weil man sonst den mit Hülfe dieser algebraischen 
kelation redueirten Integralausdruck (2.) von weniger Logarithmen und 
Abelschen Integralen der weiteren Untersuchung zu Grunde legen würde — 
so folgt leicht, dass durch Einsetzen von (2.) in die Differentialgleichung 
(1.) sich ein in jenen 'Transcendenten identischer Ausdruck ergeben muss; 


? 
denn die successive Differentiation von z, liefert immer wieder nur alge- 
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braische Functionen von x, von jenen Transcendenten und den Differential- 
quotienten dieser, welche die Form haben 


v; v, 7. 6 | a 3 

—, 2. 0 V,.()—, ::- Na), u 8 w., 

v, >= IV de  _. 
worin die Ableitungen der e, und s, sich vermöge der Gleichungen (3. 
und (4.) bekanntlich wieder als rationale ganze Funetionen des (2,—1)'" und 


(Aa5—1)ten Grades der resp. Grössen e, und s; ausdrücken lassen, und da 
die Existenz der sich durch Einsetzen dieser Ausdrücke in (1.) ergebenden 
algebraischen Relation zwischen jenen Transcendenten ausgeschlossen war, 
so kann die Differentialgleichung durch Einsetzen des Integrales (2.) nur 
eine in diesen Funetionen identische Beziehung liefern. Ist dies aber der 


Fall, so ergiebt sich unmittelbar, dass auch alle in der Form 

5.) 3= F(z, loge,+u,,... loge,tu,, / Vds+v,..../ "V,ds t»,) 
enthaltenen Ausdrücke, in welchen u, ... “#,. ”, ... v, willkürliche Con- 
stanten bedeuten, Integrale der Differentialgleichung (1.) sein werden, weil 
die Differentialquotienten der neuen Transcendenten 


loge,—+ u,, ST Vsds+v; 
dieselben bleiben wie die der früheren, und das Resultat des Einsetzens 
ein in den Transcendenten identisches sein musste; wir erhalten somit den 
folgenden Satz: 

Wenn einer linearen nicht homogenen Differentialgleichung (1.) ein 
Integral von der Form (2.) genügt, so werden auch sämmtliche in der Form 
(9.) enthaltenen Ausdrücke Integrale derselben Differentialgleichung liefern. 

Man sieht übrigens unmittelbar, dass die gemachten Schlüsse unab- 
hängig von der Natur der vorgelegten Differentialgleichung waren, und wir 
können daher den vorigen Satz ganz allgemein so aussprechen: 

Wenn eine algebraische Differentialgleichung 


f(z, 3, A 2) = 


dx dx 


ein Integral von der Form 


3, = F(x. loge,, ... loge,./ Y.de, e V,ds 


« 


besitzt, worin V,, ... V, algebraische Functionen von s, und e,..... ®. 


Si +. 8, algebraische Functionen von x bedeuten, so wird auch 
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— F(z, logve, +1, ».. logv, +4, f V,ds+v,, + "Vods+V,), 


WENN My ar. U Vi +. I, Willkürliche Constanten sind, der Differentialglei- 


chung genügen *), wenn die im Integrale vorkommenden Transcendenten alge- 
braisch von einander unabhängig sind. 


Bildet man nun für die lineare nicht homogene Differentialgleichung 
pr =3—-3, = F(z, logv, + u, ... ["Vıds+v,, 2 
| _ F(z, logo... / Vıds, ja 


so wird Z offenbar ein Integral der redueirten homogenen Differential- 
gleichung 


(6.) 


\ 


. d"z ee lx ! 

(7.) de" +Y,- dr m—1 +. ‚+ le - +Y„2 m 0 
sein, und man wird leicht zeigen können, dass, wenn die Function F nicht 
eine aus sämmtlichen Transcendenten 


logo,, -.. logo, 5 Eu ,;,, ["V.ds 


linear zusammengesetzte Function ist, die homogene Differentialgleichung stets 
ein aus eben diesen Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral 
besitzt **), während die lineare Zusammensetzung wenigstens für das Integral Z 
die Unabhängigkeit von diesen Transcendenten bedingt, so dass, wenn ange- 
nommen wird, dass die redueirte Differentialgleichung überhaupt kein aus 
diesen Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral hat, für F 
die lineare Form sich wird ergeben müssen. Stellen wir nämlich die 
Forderung, dass die Differenz (6.) von den in derselben enthaltenen Transcen- 
denten unabhängig sein soll, so muss für wilikürliche «,, ... », 


örlz, logv, +u,,.. fi Vv dstn,.) OF(z, logv,, ER V,ds, ds, ...) 





Br Per u BB 2 | PET. 
8.) slogv, tu) Ologo, 
*) Wenn man beachtet, dass log»,, . 2 © V.ds,... Integrale der algebraischen 
Differentialgleichungen erster Ordnung 


i N PR I 

de da’ dx dx ’ 
sind, so ergiebt sich der obige Satz auch aus dem allgemeinen, von mir aufgestellten 
Theorem von der Erhaltung der algebraischen Relation zwischen Integralen ver- 
schiedener Differentialgleichungen; siehe „Allg. Untersuchungen“. 


=#) wie dies auch die oben sefgestellten Beispiele gezeigt haben. 
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sein, also, wen =, ==, =n,=.-=() gesetzt wird, da «, will- 
kürlich ist, der Differentialquotient 


ör(z, logo, 108%, nf! V ds, fr V.ds, i) 





von loge, unabhängig und somit 
(9)  F(z, logo, loge., .. Ye ds, / 1 ‚ds, ...) = Ploge,+Q 


sein, worin P und Q im Allgemeinen noch von den anderen Transcendenten 
abhängen; da nun aber nach (6.) 


'Pfloge,+u,]+0!—-|Ploge,+ 07 er u,P 


wiederum als Integral der redueirten Differentialgleichung von allen in (9.) 
vorkommenden Transcendenten unabhängig sein muss, so wird P nur alge- 
braisch von x abhängen können, und weil ferner dieselben Schlüsse für 
alle im Integrale vorkommenden Transcendenten gelten, so ergiebt sich für 
das durch (2.) dargestellte Integral die Form 


(10.) 2, = u+wlogo,+--+u,loge,+ Uf' Vıds+---+ er" V„ds 


worin %, %, ».. %, U,, ... U, algebraische Funetionen von = bedeuten. 
Zugleich ist aber leicht zu sehen, dass, weil 


! 


2, - u-+ u,logv, ++ u,loge,+ uf V.ds+---+ U,;/ "V ds+ Br. 


3 = w+ wloge+--+ wloge,+ U, / Vds+---+ U! f® V,ds+P 


a = u" +u” logo, + +ul”loge,+Ul”/ Vds+---+ Um "V,ds+P,, 


ist, worin P,, P;, ... P,„ algebraische Funetionen von = bedeuten. durch 
Einsetzen dieser Werthe in die Differentialgleichung (1. 


(u) + Yu dr... 4 Y„w,) loge, - 5. - u + 4 um dr zn y u, log v_ 
+(U”"+ Y, UMP—DL..4 Y. uf i V,ds+:-- 
+ (Um+ Y. um)ıL EIN -Y. U) 3 o Fr. ds—+ P — {) 


folgt, worin P algebraisch aus x zusammengesetzt ist, und somit nach der 
Annahme, dass zwischen den hier vorkommenden Transcendenten eine alge- 
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braische Beziehung überhaupt nicht besteht *), 
A (w+HYu ++) 0, 

A) \Um+YU@®+..+Y,U, = 0 
sein muss, d. h. es sind die Coeffieienten der Transcendenten in dem Integral- 
ausdrucke (10.) algebraische particuläre Integrale der homogenen’ redueirten 
Differentialgleichung (7.), die auch alle oder zum Theil Constanten sein 
können, in welchem Falle jedoch, wie aus den Gleichungen (A.) hervor- 
geht, Y„= (0 sein muss. 

Es ergiebt sich somit der nachfolgende Satz: 

Hat eine lineare nicht homogene Differentialgleichung ein aus Loga- 
rithmen und Abelschen Integralen algebraisch zusammengesetztes Integral, und 
besitzt die reducirte Differentialgleichung kein durch eben diese Transcendenten 
algebraisch ausdrückbares Integral, so wird das Integral der nicht homogenen 
Differentialgleichung nothwendig eine lineare Function jener Transcendenten 
sein, deren Coefficienten algebraische Integrale der redueirten Differentialglei- 
chung sind — und ist jenes Integral nicht linear aus diesen Transcendenten zu- 
sammengesetzt, so hat die redueirte Differentialgleichung gleichartige Integrale**). 


*) Es genügt hierzu die Annahme der Nichtexistenz einer linearen Beziehung 
zwischen den Transcendenten mit Coeffiecienten, welche aus den « und U und den 
Goeffiecienten der Differentialgleichung rational zusammengesetzt sind. 

**) In dem Falle der von Abel behandelten Sätze, welche sich auf Quadraturen, 
d. h. auf die Differentialgleichung erster Ordnung 


dz 
dx J 
’ de dz 
beziehen, ist die Bedingung erfüllt, dass die redueirte Differentialgleichung ze 0 
c 


kein aus x und der Quadratur / ydz algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, 


und da alle Integrale der letzteren constant sind — wesshalb auch der Coeffieient 
von s in der gegebenen Differentialgleichung Null sein muss — so wird der Zu- 


sammenhang zwischen /[ydz, Logarithmen und anderen Abelschen Integralen ein 


linearer mit eonstanten Coeffieienten sein müssen, der bekannte Satz vom Zusammen- 
hange Abelscher Integrale. Aber die Feststellung der Möglichkeit und Form der Inte- 


graie der linearen nicht homogenen Differentialgleichungen beschränkt sich nieht auf 


solche Transcendenten, welche durch Logarithmen und Abelsche Integrale darstellbar 
sind; nehmen wir z. B an, es käme in dem Integral z, der linearen nicht homogenen 
Differentialgleichung 

d”z d” —1 Z 


U thrtteny 


ausser jenen Transcendenten noch die Exponentialfunetion e” vor, worin w eine alge- 


Be ER ee re 
RE EEE EN 3 
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Es soll nunmehr die Form der algebraischen Funetionen 


r r m ni 
U U se Un O5 Oi 00 0 U, Ur, 00 U Sr Bir er Bo 


braische Function von x bedeutet, sei also 
N u ’Oyr 
2) Ss = F(z, logv,, ... logv,, / V.ds, Re: V.ds, er), 
wobei wieder vorausgesetzt wird, dass zwischen den im Integrale vorkommenden 
Transcendenten keine algebraische Beziehung stattfindet, so sieht man unmittelbar, 
dass, wenn man z, in (l.) einsetzt, sich eine in den Transcendenten identische Glei- 
chung ergeben muss, und dass daher der Differentialgleichung (1.) auch genügt wird, 
wenn in (2.) e” durch ve” ersetzt wird, weil die Differentialquotienten immer wieder 
nur ve” liefern, und das Resultat des Einsetzens von der Transcendenten unabhängig 
ist. Bezeichnet man nun das sich so ergebende Integral mit z,, so dass 


’s ’8g R \ 
8): 5, = F(z, logu,,...logng, / V.ds, Mn V.ds, ve” ) 


ist, so wird, da 2 —z, ein Integral der redueirten homogenen Differentialgleichung 
darstellt, unter der Voraussetzung, dass dieselbe kein durch eben diese Logarithmen 
und Abelschen Integrale algebraisch ausdrückbares Integral besitzt, in welches auch 
die Exponentialfunetion e” algebraisch eintritt, 3 —z, eine von dieser Exponential- 
funetion freie Function sein, und somit 


a s R | Mur ars 
ök(«, logo, ef V RR ve) oF\ «, logv,, Bun | J ‚ds, ... e) 


öwe) g ö(e“) 
identisch in der in dieser Gleichung vorkommenden Transcendenten e” werden. Setzt 
man nun e” = 1 und führt eine abgekürzte Functionalbezeichnung ein, so folgt für 
ein beliebiges v 





y 





v 


a =M oder Fw)=Mlogv+N, 


© 

worin M und N von v unabhängig sind, also 
F(e") = Mw+N, 

und wir schliessen somit, dass eine Exponentialgrösse e” in dem Integrale z, überhaupt 
nicht vorkommen kann, wenn die reducirte Differentialgleichung kein aus Abelschen Inte- 
gralen und Exponentialgrössen algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt; es ist nicht 
unwesentlich hinzuzufügen, dass die für die Form des Integrales (2.) gemachte An- 
nahme, dass zwischen den Logarithmen, den Abelschen Integralen und der Expo- 
nentialgrösse keine algebraische Beziehung stattfinde, unnöthig war, da bekanntlich 
(siehe meine „Allg. Untersuchungen“ S. 52) zwischen Abelschen Integralen und Expo- 
nentialgrössen algebraische Relationen nie bestehen können. Endlieh kann man auclı 
noch diesen Satz, wenn man die in $6 meiner „Allg. Untersuehungen“ durchgeführten 
Auseinandersetzungen zu Hülfe nimmt, wie man ohne Mühe sieht, zu dem folgenden 
allgemeinen Theoreme erweitern: 

In das Integral einer linearen nicht homogenen Differentialgleichung können nie 
ausser Logarithmen und Abelschen Integralen nur noch Transcendenten eintreten, welche 
Differentialgleichungen erster Ordnung genügen, deren allgemeines Integral eine solche 
algebraische Function eines particulären Integrales und einer willkürlichen Constanten ist, 
welche die unabhängige Variable nicht enthält — also auch nie nur noch solche analy- 
tische Functionen, welche ein Additionstheorem besitzen — vorausgeseizt, dass die reducirte 
homogene Differentialgleichung kein nur aus Abelschen Integralen und eben solchen 
Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt. 
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und die Eigenschaft der von s abhängigen algebraischen Funetionen 
a u E: 

genauer untersucht werden. 
Bekanntlich kann man nach einem von Abel angegebenen Verfahren 
eine beliebige Anzahl willkürlicher algebraischer Functionen stets rational 
durch eine einzige algebraische Function und die Coefficienten der diese 


ge i ei , his 
En a RR 7." 


Funetionen definirenden algebraischen Gleichungen ausdrücken; ich gehe ’ 
aber an dieser Stelle mit Bezug auf unser vorliegendes Problem ein wenig N 
näher auf dieses Verfahren ein, um einige Bemerkungen über den Grad I 
der die Hülfsfunetion definirenden algebraischen Gleichung daran zu knüpfen, e 
die ich nachher brauchen werde. Bezeichnen wir die in den von s alge- : 
braisch abhängenden Funetionen V,, V;, ... V, vorkommenden algebraischen i 
Irrationalitäten mit w,(s), @(s), ... w,(s), so dass V, eine rationale Func- } 


tion von s und w,(s) darstellt, und seien «,, ®,, U,, s., w.(s,), worin 


”,= u sein soll, Lösungen der resp. Gleichungen 
rad erh ee, 
A A A yo ++ Pa Yan Im y) = 0, 
(11.) Ur +b,.&% Y,.- Ys WU + +B, a Yo. Yny) = 0, 
+ w.(, Fe ... Bi y)s“ ++ TG 2 Y., Nu Y) u v, 
ww (s)+ ie Be yo (++ Kona(E> Yo. Im) = 0, 


BEE RL RLE IRB FEN \TORRIEE AREA 


DE ae 





. & 
BIN 


von denen wir annehmen, dass sie mit Adjungirung der Grössen x, Y,, ... Y,., Y 


wihehe 


irreduetibel sind, so bildet man bekanntlich mit willkürlichen eonstanten Coef- 
fieienten den in jenen algebraischen Funetionen linearen Ausdruck 


12) &= Iyayu+ Sb, 0 + E23 Ay U5+ 356965 + Zodyws(so), 
und bestimmt die algebraische Gleichung in £, von welcher f, eine Lösung ist; 
um letzteres zu thun, werden wir entweder aus den Gleichungen (11.) und (12.) 
die sämmtlichen Grössen 5, v5, Us, $5, ©, (s5) eliminiren oder die Gleichungen 
11.) für eine gemeinsame Unbekannte sämmtlich mit einander multiplieiren, 
in die rechte Seite von (12.) statt der Grössen «,, v5, U, 55, w,(s,) alle mög- 
lichen Permutationen aller Lösungen der soeben erhaltenen Gesammtglei- 
chung substituiren und die so entstehenden #-Werthe zu Lösungen einer 


RE SEE TRENNEN TR TENN 2 NET EERRIE SERE EATIESE N 


algebraischen Gleichung machen, deren Coeffieienten sich dann bekanntlich 
vational aus den Coefficienten der Gesammtgleichung, also auch der Glei- 
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chungen (11.) ausdrücken lassen. Bildet man nun mit denselben Grössen 


u, %3, U), 55; @s(s5) eine neue lineare Function mit anderen willkürlichen 
constanten Coefficienten, so wird der neue Ausdruck eine ähnliche Funetion 
(im Lagrangeschen Sinne) zu dem früheren f,- Ausdrucke sein, und sich 
somit bekanntlich rational durch £, und die Üoeffiecienten der Gesammteglei- 
chung, also auch diejenigen der Gleichungen (11.) ausdrücken lassen, so dass, 
wenn wir 20+30+1 solcher in den u;, ©;, Us. s;, @5(s;)- Grössen linearen 
Ausdrücke, welche sämmtlich rationale Functionen von #, sind, gebildet 
haben, diese algebraischen Funetionen u;, ®,. U,, 85, wy(s5) selbst sämmt- 
lieh mit Hülfe der Coeffieienten der Gleichungen (11.). d.h. mit Hülfe der 
Grössen x, Yı. -.. Y,„, y. rational durch #, ausdrückbar sind in der Form 


i 


(13.) u, = as(t,), Us = b,; ( ı)ı U; _— A, (B.) s;’=(;, 3 4 TR ss =D; 2 N 


Aus der Bildungsweise der #-Gleiechung geht unmittelbar hervor. 
dass unter den Lösungen derselben jedenfalls solche vorhanden sein werden, 
welche einer willkürliehen Combination aller Lösungen der Gleichungen 
(11.) entsprechen werden, so dass man diese Combination der Lösungen 
erhalten wird, wenn man in (13.) statt £, die betreffende #f-Lösung einsetzt. 
da für jede Lösungencombination der Gleichungen (11.) der oben beschriebene 
Eliminationsprocess derselbe bleibt, und es werden jedenfalls im Allgemeinen 
auch noch andere t-Lösungen existiren, wenn die zweite oben angegebene 
Art der Herstellung der t-Gleichung gewählt wird, indem in diesem Falle 
noch die Combinationen der einzelnen Lösungen der «, ve. ... -Gleichungen 
selbst hinzutreten. Sei nun die mit Adjungirung der Grössen r, Y.....Y,. 
y irreduetible Theilgleichung dieser #-Gleichung, welche die dureh den 
Ausdruck (12.) definirte Lösung t, besitzt. 


4) PF+oalz, Fu. Fuss Weir ra, Vu. Yu) = 0, 
so werden den Lösungen #,, f, ... £, derselben die p Combinationen der 
Lösungen der Einzelgleichungen des Systemes (11.) entsprechen 
s—a;sch). s= b,(t,). U; == U \ b). ss =(; (A . ID 5 £73 =D; . 


15) I wa), Pb), PU=A), Oel), Owl) =dilt), 





re), Pb), PFPU,=Al), PP =czt,), PDwslsz)=dylt, 
und Lösungen der resp. Einzelgleichungen werden es sein. weil die ver- 
schiedenen t-Werthe durch geschlossene Umläufe von x erlangt werden, 


. 
u” 
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wie sogleich näher ausgeführt werden wird; aber es werden im Allgemeinen 
nicht alle Lösungen der einen Gleichung mit allen Lösungen der anderen 
Gleichungen des Systemes (11.) verbunden vorkommen. Wir können das- 
selbe noch anders aussprechen und werden dadurch die einzelnen der 
Gleichung (14.) entsprechenden Combinationen der w, v, U, s, w-Grössen 
deutlicher hervortreten lassen. Bekanntlich ist es für die Irreduetibilität 
einer algebraischen Gleichung nothwendig und hinreichend, dass man von 
einem beliebigen Werthe der Funetion ausgehend durch geschlossene Um- 
läufe der unabhängigen Variabeln, welche die Coefficienten der Gleichung 
unverändert lassen, ohne durch mehrfache Punkte der Function zu gehen, 
zu jedem Werthe dieser Function gelangen kann, oder dass die die alge- 
braische Function darstellende Riemannsche Fläche so beschaffen ist, dass 
alle ihre Blätter in Verzweigungsschnitten zusammenhängen; auf Grund 
dieser Eigenschaft der Irreduetibilität einer algebraischen Gleichung können 
wir die oben durch die Lösungen der t-Gleichung bestimmten Combinationen 
der algebraischen Functionen (11.) so definiren, dass es diejenigen Zusammen- 
stellungen sind, welche aus der zur Definition von t, gewählten hervorgehen, 
wenn x alle solche geschlossenen, die mehrfachen Punkte der Gleichung (14.) 
vermeidenden Umläufe macht, welche bei Zurückführung von Y,, Ya +. Yuns Y 
zu ihren ursprünglichen Werthen t, successive in alle Lösungen der irre- 
duetibeln Gleichung (14.) überführen*). Wählen wir zur Erläuterung der 
eben gemachten Auseinandersetzungen, welche für das Folgende durchaus 
wesentlich sind, das nachstehende Beispiel, in welchem die durch die 
Gleichungen 


+ 


(16) #«=z2 mi "=2 
definirten algebraischen Functionen durch eine Hülfsfunetion rational aus- 
gedrückt werden sollen. Setzt man 
(17.) t= au+be 





*) Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass der Grad p der irreductibeln 
{-Gleichung jedenfalls nicht kleiner sein kann als der höchste Grad der irreductibeln 
algebraischen Gleichungen, welche die einzelnen algebraischen Functionen u, v, ... 
definiren; denn da z.B. «, =a,(t,) ist, so werden die durch geschlossene Umläufe 
von z, welche £, in t,, f,, ... t, verwandeln, sich ergebenden Werthe «,, ... a, mit 
u, zusammen sich zu einer Gleichung p'® Grades zusammensetzen lassen, deren Coef- 
fieienten wiederum rational aus z, Y,, ... Y„, y gebildet sind, und da diese nicht 
von niedrigerem Grade sein darf als diejenige irreductible Gleichung ihn besitzt, 
welche w, definirt, so wird der Grad der letzteren mindestens p sein müssen, und 
dasselbe gilt von den anderen in Frage kommenden algebraischen Functionen. 
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und eliminirt « und oe zwischen (16.) und (17.), so folgt für £ die Gleichung 


(18) F-Adrl +22 Bar — I) —La’r’ (ac +3) + (dr —bir) = 0; 


verbindet man dagegen die beiden Gleichungen (16.) zu einer Gleichung, 
welche also die Form hat 


19) (K-D)&-2)= Kae 4 =0 


und die Lösungen 
4 4 4 4 


A, = Vz, L,=— Vz, A, - Vz, A,=-—] x, A,=il LT, %=—iVe 


besitzt, so wird man, wenn 
t = a‘, + bX; 


gesetzt und nun durch Vertauschung aller Lösungen die Gleichung in / 
gebildet wird, eine Gleichung vom 30. Grade erhalten, welche, wie man 


\ 


sofort einsieht, einerseits das Polynom (18.), andrerseits dasselbe Polynom 


mit einer Vertauschung von a und 5b enthält — woraus sich der Grad 16 
ergiebt — ferner die Gleichung einschliesst, welche die f-Werthe 


t= alı—-bi«, 
t=—-aVlce+bVx 
liefert, somit den Factor zweiten Grades 
"—(a—b)'z, 
und endlich den Factor zwölften Grades, welcher die der zweiten Gleichung 
(16.) entsprechenden Lösungen 
Ga 4 1 
t= (a+ib)VYzs, t= (a-b)\s, t>= (a-ib)Vz, 
em Br 4 
t= (ai+b)/a, t= (aä-b)s, t= (a-b)ile, 


4 + 


t=(-a+b)Ye, t= (-a+ib)Ye, t=(-a-ib)Ve, 


t=(-ai+b)Yz, t=(-a+b)iVz, t=(-ai-b)Vx 


besitz. Aber auch die oben aufgestellte Gleichung achten Grades wird 
noch nicht irreduetibel sein mit Adjungirung der Grösse 2; denn man sieht 
sogleich, dass, wenn man 


t, 2 aVYz-+bVx 


— 4 — = . . 
setzt, worin Ye und Yx je eine Lösung der Gleichungen (16.) vorstellen, 
durch geschlossene Umläufe von x, welche mehrfache Punkte — hier den 
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Nullpunkt allein — nicht treffen, nur die vier Werthe resultiren 


= ala+ bVa, 


,= -aVc-+ibVe, 


I 


— B 
aVz- bie, 
BEER Ein 
,= -als-—ible, 
und sich somit die Gleichung (18.) in zwei irreductible Faetoren vom 
vierten Grade wird zerlegen lassen müssen. In der That kann diese Glei- 
chung in der Form dargestellt werden 
20.)  [#-2act—4ab'rt+ (a’r’ — b’r)) [FH — 2a’rt + 4dab’rt+(ar —b’r)]) = 0, 
worin das zweite Polynom den vier #-Werthen 


4 


,= -aVsc+ bVe, 
ga ara, 
= —-alz- b Yz, 
= alz-ib Vr 


entspricht, und es wird somit der irreduetible Faetor 


x 


"— 2a at — 4ab’xt+ (ar — bir) = 0*) 
seinen vier Lösungen von allen möglichen acht Combinationen der w und 
e-Werthe der Gleichungen (16.) nur vier Combinationen zuordnen. 

Nachdem die dureh die Gleichungen (15.) getroffene Zuordnung der 
Lösungen der irreductibeln t-Gleichung (14.) und der Werthe der einzelnen 
algebraischen Funetionen «, ®e, U, s, w(s) erläutert worden, kehren wir 
wiederum zu dem Integralausdrucke (10.) der gegebenen nicht homogenen 
Difterentialgleichung (1.) zurück. indem wir uns die in demselben vor- 
kommenden algebraischen Funetionen durch die rationalen Funetionen (13.) 
von z, ersetzt denken. Es ist unmittelbar ersichtlich, dass unter den oben 
gemachten Voraussetzungen und der daraus gezogenen Folgerung, dass die 
a- und U-Funetionen algebraische Integrale der redueirten linearen Diffe- 
ventialgleichung sein müssen, die Differentialgleichung durch Einsetzen dieser 


*) dass dieser Factor irreducetibel ist, folgt daraus, dass man durch geschlossene 
Umläufe, welehe mehrfache Punkte nieht durchschneiden, zu den vier Lösungen des- 
selben gelangen kann. 


j 
' . 
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Werthe in eine gleich Null gesetzte ganze Funetion von #, übergeht, deren 
Coefficienten rationale Functionen von x, Y,,... Y,. y sind, da die Differential- 
quotienten einer algebraischen Function stets wieder ganze Funetionen eben 
dieser algebraischen Function sind. Fassen wir den so entstehenden Aus- 
druck als eine Gleichung in £ auf, welche durch t= £, befriedigt wird, so 
folgt nach einem bekannten Satze, dass alle Lösungen der zgleichartigen 
irreduetibeln Gleichung (14.) jenen Ausdruck identisch zu Null machen 
müssen, indem die Coefficienten der Transcendenten, welche rationale Fune- 
tionen von £, sind und identisch verschwinden mussten, auch wiederum Null 
werden müssen für &,, &, ... £,, oder was, wie aus der Operation des Ein- 
setzens von (10.) als Funetion von £, in die gegebene Differentialgleichung 
hervorgeht, damit identisch ist, dass die nachfolgenden p Ausdrücke 





0 \ . 2. con), \\ 
= alt) + Fya,(lt,)logbs(t)+ FA; (t,, / Vy(s, w,(s))ds, 

1 » 
E u (4 Be 4 x q, \ l f (4 a 4 or f; Re. BR } f » a 'o\\ ls 
3 / N i e f N / N N - \) / \ »cält,) , " 
E 2, = Au(E,) 7 2; N; (£,) log b; b,) r2 Ä YA; U y/ j Ö (s, Ws s)) ds 
% Integrale der vorgelegten nicht homogenen linearen Differentialgleichung *) 
\ 8 Br ’ b Br 


“) 


Es braucht kaum hervorgehoben zu werden, dass die eben durchgeführten 
Schlüsse völlig unabhängig sind von der linearen Form der vorgelegten Differential- 
gleichung und der in Folge gewisser Voraussetzungen geschlossenen notlıwendigen, 
in den Transcendenten linearen Form des Integrales derselben, und dass wir somit 
den allgemeinen Satz aussprechen können: Wenn eine algebraische Differentialgleichung 


(@) F&Y,..Y,: N 


r3 3 dr , de" / 





in welcher .Y,, ... Y, gegebene algebraische Functionen von x sind, ein aus Logarithmen 
und Abelschen Integralen algebraisch zusammengesetztes Integral z, besitzt, welches der 
Gleichung genügt 


”+f, (z, Bye Wi) 0 On En nn Br Fr l8,) oe Pelle Hay o-« Ir 


(b.) s 


. +f,(2; gone Wis Din one Oops Sy ++ San Ye) ee Hrn E 


ER I Fu ae N, > 
logv,,... logo,, / J ds,.... / Vods) = (0) 


in welcher f,, ... f, rationale Functionen der in der Klammer enthaltenen Grössen be- 
deuten, %, 2... Bis Un oo Ogs Sy 20. So; Ti, +». Y, algebraische Funclionen von x, 
Vs... V, algebraische Functionen von s sind, ferner angenommen wird, dass zwischen 
den im Integrale vorkommenden Transcendenten eine algebraische Relation nicht stattfindet, 
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sind, worin die neuen « und U also az(t,), aslt;), ... ay(t,) und As(t,), 
Alt), »-» As(t,) wiederum Integrale der redueirten Differentialgleichung 








und die Gleichung (b.) mit Adjungirung der in ihr vorkommenden Grössen irreductibel 
' dz, d"z ’ 
sei, so ist zunächst klar, dass, wenn Be er gebildet werden, jeder dieser 


Ausdrücke sich als ganze rationale Function von z, vom (v— 1)!" Grade ergiebt, deren 
Coeffiecienten rational aus 


(©) Yırsoo Ir Oro 995 813.805 Wl8), «+» Vol8o), 108 0,5... 10g0,, fr Vds,... Sf" voas 


zusammengesetzt sind, und dass somit durch Einsetzen dieser Werthe in (a.) eine 
Gleichung (v— 1)!” Grades in z ‚ entsteht, deren Coefficienten rational aus den Grössen 
(c.) zusammengesetzt sind, die somit gleichartig mit der der Voraussetzung gemäss 
irreduetibeln Gleichung (b.) ist. Daraus folgt aber unmittelbar, dass sie, weil von 
niedrigerem Grade, eine identische sein muss, und dass somit jede andere Lösung der 
Gleichung (b.), weil deren Differentialquotienten genau dieselben Ausdrücke nur für 
eine Vertauschung von z, mit z, liefern, ein Integral von (a.) sein wird; ist daher 
eine Lösung der Gleichung (b.) ein Integral von (a.), so wird jede Lösung derselben ein 
solches sein. Dabei ist klar, dass, wenn, wie selbstverständlich angenommen wird, 
zwischen den in (b.) vorkommenden Transcendenten keine algebraische Beziehung 
stattfindet — indem im entgegengesetzten Falle eine solehe Relation dazu benutzt 
würde, eine dieser Transcendenten durch Elimination aus (b.) herauszuschaffen — das 
identische Verschwinden der oben erhaltenen Gleichung (v— 1) Grades in z, nur so 
vor sich gehen kann, dass jeder Coeffieient auch in Bezug auf diese Transcendenten 
identisch verschwindet, weil sonst sein Verschwinden eine Beziehung zwischen den 
Transcendenten liefern würde, oder dass die algebraischen Functionen, welche in jedem 
Coefficienten des Polynoms (v—1)'” Grades die Coefficienten selbständiger Transcendenten- 
verbindungen sind, identisch Null werden. Stellen wir nun auch hier wieder die 
Grössen 
Unece Wis Op one Boy Sy oe Sa5 Frl8, 1» Valso) 


als rationale Funetionen einer Hülfsgrösse t, dar, welche wiederum einer mit Adjun- 
girung der Grössen &, Y,, Y,, »-: Ym irreduetibeln Gleichung p‘” Grades in t Genüge 
leistet, so wird durch Einsetzen von irgend einer Lösung der Gleichung (b.) in die 
Differentialgleichung (a.) sich ein Ausdruck (v — 1) Grades in 3, ergeben, dessen 
Coeftieienten dadurch identisch verschwinden, dass sowohl der von den Transcendenten 
freie Theil als rationale Funetion von f, Null wird als auch die einzelnen wiederum 
aus rationalen Funetionen von £, bestehenden Coeffiecienten selbständiger Transcen- 
dentenverbindungen identisch Null sind, und da nun wiederum wegen der Irredue- 
tibilität der {-Gleiehung diese Ausdrücke für alle Lösungen #,, t,, ... f, verschwinden 
müssen, so folgt, dass, wenn 


us = as(t, ), is = b» (t,), s’=( (t,), w, (85) BEN: ds(t,) 


gesetzt wird, die Annahme des Integrales (b.) der Differentialgleichung (a.) schliessen 
lässt, dass jede Lösung der Gleichung 


+ f, (lt), lt) ddr la) ad vriee VID): Volt) doltu)), 
logb,(t.), 6 logb,(t„), V, ds, ki; la 'y, ds, Y, Y Y ‚) IL. N > ER 


« 


für u=1, 2, ... p ein Integral der algebraischen EAN L, a.) liefert, 
wodurch der oben für lineare Differentialgleichungen unter einer bestimmten 

















Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 25 


sein werden. Ist nun der Grad p der irreductibeln #-Gleichung (14.) der 
Einheit gleich, also #, rational durch die Coeffieienten der gegebenen 
Differentialgleichung ausdrückbar, so werden es offenbar auch alle im Inte- 
grale z, vorkommenden Grössen sein; im Allgemeinen wird jedoch p >1 
sein, und es ist die Frage, ob wir auch dann Schlüsse auf die Zusammen- 
setzung der im Integrale vorkommenden algebraischen Functionen, der 
Logarithmanden, der Grenzen der Abelschen Integrale und der dazugehörigen 
Irrationalitäten für diese Grenzen aus den Coefficienten der gegebenen linearen 
nicht homogenen Differentialgleichung ziehen können. 
Nehmen wir zunächst an, dass die algebraischen Functionen 


Bee On 2 


in dem Integrale (10.) der Differentialgleichung (1.), von denen nachge- 
wiesen war, dass sie algebraische Integrale — welche auch Constante sein 
konnten — der redueirten homogenen Differentialgleichung (7.) sein missen, 
rationale Funetionen der Coefficienten der Differentialgleichung (1.) seien — 
welcher Fall z. B. eintreten würde, wenn wir wüssten, dass alle alge- 
braischen Integrale der homogenen Differentialgleichung so beschaffen 
wären —; nachdem festgestellt worden, dass sich aus der Existenz des 
Integrales (10.) die der p Integrale (21.) ergiebt, andererseits aber, wie aus 
der Form der Differentialgleichung (1.) ersichtlich ist, 


für die redueirte Differentialgleichung gemachten Annahme aufgestellte Satz auf alle 
Differentialgleichungen ausgedehnt ist. 

Aber es ist auch leicht zu erkennen, dass die Gültigkeit dieses Satzes nicht 
darauf beschränkt ist, dass im Integrale der Differentialgleiehung (a.) als alleinige 
Transeendenten Logarithmen und Abelsche Integrale vorkommen; denn da zur Auf- 
stellung desselben eigentlich nur die Bedingung benutzt zu werden brauchte, dass die 
Ableitungen der Transcendenten ausser algebraischen Funetionen nur dieselben Tran- 
seendenten einführen, so wird es zur Aufrechterhaltung jenes Satzes genügen anzunehmen, 
dass die im Integrale vorkommenden Transcendenten algebraischen Differentialgleichungen 
erster Ordnung von der Form genügen 

dv, 


d 
N: - f,(®,, N.) 


—— =-f(v,% 

dv, fC » 11) 
worin d,, dyy ».. ©, algebraische Functionen von x, und f,, ... f, rationale Functionen 
bedeuten, wenn wiederum angenommen wird, dass zwischen den Transcendenten selbst 
nicht schon eine algebraische Beziehung stattfindet. 

Die weitere Verallgemeinerung dieses Satzes auf Transcendenten, die auch 
Differentialgleichungen höherer Ordnung genügen, lässt sich mit Hülfe des Satzes von 
der Unveränderlichkeit einer algebraischen Beziehung zwischen Integralen verschiedener 
Differentialgleichungen ausführen; doch ist es an dieser Stelle nieht nöthig, weiter 
darauf einzugehen. 


Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 1. 4 


dn, dn: \ 
> de, am), 














26 Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 





- 


2) Z = Athen 





p 

wiederum ein Integral derselben Differentialgleichung ist, so werden wir 
unter der für die algebraischen Funetionen « und U gemachten Annahme 
auf die Existenz der p Integrale 


x °.(t,) y ” B: 
= m+ wlogb,(t) + +u,logb,(t)+ U,/ V,(s, w,(s))ds+--- 4 
"tglhh) 7 /N 
+ U, / V,(s, w,(s)) ds, 
\ : *cı(t3) 
2 = + wulogb,(t)+-+w,logb,(t.)+ U, / V.(s, w,(s))ds+--- 


toll) ,, 
+U,f" "Vu, w.(s))ds, 


IV 
“6 


Be. 
% 


; i TER | 
„= W+alogb,(t,)+-+u,logb,(t,)-+ U,/ N(s, w,(s))ds+:-- 


[A 


O\ 





" 2 (!,,) > \ 
ee U,/ "7 V,(s, w.(s))ds, 


worin %,(8)). ».. %,(s,) ebenfalls rational durch £, ausdrückbar sind, und 
somit auf das Integral 








n ! | a 1 re 
Z = u+ - u,log |b,(t,)...d,(t,)| ++ - u,l0g |b,(t,)...d,(t,); 
I 
| ih °c.(t,) £ se (ty) ” ) 
g* N j D > » a BE > 5) (e\ BE ee 
24.) — p U, l, J 65, w,(s))ds+ +/ } ı($, m, (s)) ds! ] 
0.58 ) 
o\'p 


{ 


| cl). z . or ! 
| u 5 p U, J 0 (s, w,(s))ds+ + j oO \$, wD, (s)) ds, 


schliessen können, welches nieht etwa nur eine Constante sein kann. weil, 
wenn die Difterentialgleichung (1.) ein constantes Integral C hat, sich die- 
selbe unmittelbar durch die lineare Substitution ! 

z = C+C F 
in eine homogene lineare Differentialgleichung überführen lässt, und diesen 
Fall können wir, als von dem der homogenen Differentialgleichungen nicht 
wesentlich verschieden, ausschliessen. Nun lassen sich aber die Logarith- 
manden in dem Ausdrucke (24.) als rationale symmetrische Funetionen der 
Lösungen der Gleichung (14.) rational durch deren Coefficienten, also 
rational durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung aus- 
(rücken, ferner ist eine Summe der Form 


j V.(s w, ()ds+.+/ Fr. V.(s, w.(s))ds 


rL 


A) / 
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bekanntlich in Folge der für die Grenzen und die unter dem Integral vor- 
kommende Irrationalität gemachten Voraussetzung nach dem Abeischen 


Theorem durch eine Summe von p, Integralen, worin p, das Geschlecht 
der algebraischen Irrationalität w,(s) bedeutet, in der Form darstellbar 
»c(1) > a elP.) 
Su | # 2} ; E T:?? 
(B.) & V.(s, w.(s))ds++/ Vs, w.(s))ds+ T,+2;4A,,108T,”, 


worin A,s Constante, T, und T” rationale symmetrische Funetionen der p 
oberen Grenzen von (W.) und der dazurehörieen Irrationalitäten, also wiederum 
Kr... > ? 


rational aus den Coefficienten der Differentialgleicehung x, Y,. ... Y,. % 
. » Du PER | m . BR . x . 
zusammengesetzt sind, ferner 5, ... %“ die Lösungen einer Gleichung 


p.'® Grades vorstellen, deren Coeffieienten wiederum rational und sym- 
metrisch durch die Grenzen von (.) und die dazugehörigen Irrationali- 


2 täten, also auch durch x, Y.. ... Y,, y ausdrückbar sind, und die somit 
R die Form hat 

Ei (25) +, Ya WE +2 u) = 0, 

4 während die zu diesen Grenzen gehörigen Irrationalitäten, also die Werthe 
’ Der wen .... (ae 

: rationale Functionen dieser Grenzen und der Grössen x, Y.. ... Y,. y sind. 
E Fasst man daher die eben für die Form des Integrales (24.) gewonnenen 
i Resultate zusammen, so ergiebt sich der folgende Satz: 

. Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung ein aus Loga- 
: rithmen und Abelschen Integralen linear mit algebraischen Coefficienten zu- 
F sammengesetztes Integral besitzt, so besitzt diese Differentialgleichung, wenn 
; die in den Transcendenten lineare Form des Integrales nur Coefficienten besitzt, 
i welche durch die Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbar 


sind, jedenfalls ein Integral von der Form 


1 7 r 1 BEN 4 a 
Z = T+ZAuUılogT +, A»U,log TO +... + : A,. U,logT! 


p 
I 4.0,l0gT®+...-+-1 4, U,loeT" 
tz Aa logI ++ Ar, ‚10gT, 
1 | 
r — a, loey, + — loop +-- + — w,logc 
17 1 5 fı7t p z 8%: i p Ü 8%) 
1 &)_, u. Er fa») ' 
AN UHR OL Ewa AO NO)LERBET a ACRTRO)E N 


1 a xl? rer). x 
+ — U, / "e. V.la, w.(s))ds+ / >> Y,(s, w,(s))ds+-- +/ u; (8, ©, (8)) ds 
4* 
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Worin U, Un... Un U, Un... U, die in den Coefficienten der Differential- 
gleichung rational ausdrückbaren Factoren der Transcendenten in dem gegebenen 
Integrale sind, Ay, An »- + Ao,, Constanten, p eine ganze Zahl, V,,V.,...V, 
die in den Abelschen Transcendenten des gegebenen Integrales vorkommenden 
rationalen Functionen der algebraischen Irrationalitäten w,(s), ... w,(s) sind, 
T, Ti, ... To), 9, 9 ».. 9, in den Coefficienten der Dijferentialgleichung 
rational ausdrückbare Functionen, p, das der algebraischen Function w,(s) 
zugehörige Geschlecht bedeutet, S\), &”, ... $(?«’ die Lösungen einer alge- 
braischen Gleichung p'®" Grades vorstellen, deren Coefficienten wiederum rational 
durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar sind, 
und für welche die zugehörigen Irrationalitäten durch eben diese Grenzen mit 
Hülfe jener Coefficienten rational dargestellt werden können. 

Aber der Gegenstand der vorliegenden Arbeit sollte nicht der sein, 
aus einem gegebenen Integrale einer nicht homogenen linearen Differential- 
gleichung andere Integrale von besonderer Beschaffenheit herzuleiten, wie 
es der eben angegebene Satz lehrt, sondern die Eigenschaften des gegebenen 
Integrales selbst zu erforschen. Wir haben oben gezeigt, dass unter der 
Voraussetzung, dass die redueirte Differentialgleichung kein partieuläres In- 
tegral besitzt, welches algebraisch durch die Logarithmen und Abelschen 
Integrale ausdrückbar ist, aus welchen sich das Integral der nicht homo- 
genen linearen Differentialgleichung algebraisch zusammensetzt, das letztere 
diese Transcendenten linear enthalten muss, und haben ferner nachgewiesen, 
dass, wenn diese Zusammensetzung eine lineare ist, jedenfalls ein Integral 
der angegebenen Art mit rationalem Charakter in Bezug auf die Üoefficien- 
ten der gegebenen Differentialgleichung existirt, wenn für die algebraischen 
Coefficienten dieser Transcendenten dieser Charakter schon vorausgesetzt wird. 

Um nun bei steter Beibehaltung der für die redueirte Differential- 
gleichung gemachten Voraussetzung, die noch nachher näher präeisirt werden 
soll, die Eigenschaften eines gegebenen Integralausdruckes, welcher aus 
algebraischen Functionen, Logarithmen und Abelschen Integralen besteht, 
ermitteln zu können, schieken wir eine genauere Untersuchung der allge- 
meinsten algebraischen Beziehungen zwischen Logarithmen und Abelschen 
Integralen voraus. 

Sei zunächst eine algebraische Relation zwischen logarithmischen 
Funectionen von der Form zu untersuchen 

(26.) FC, loge,,loge;,...loge,) = 0, 
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worin %, ®, ... v, algebraische Functionen von x sind, oder 
(27.) logo, = f(z, loge,,logev,,.... loge,_,), 


so ist bekannt *), dass, wenn loge,, loge,, ... logo,_, nicht schon unter 
einander in einer algebraischen Beziehung a 


(28.) alogv,+@,logv;+---+a,_,loge,_,+a,loge, = w 


ol j 
sein wird, worin @,, @, ... a, Constanten und » zunächst eine algebraische 
Funetion von x ist; es soll ohne Voraussetzung der algebraischen Unab- 
hängigkeit der logarithmischen Funetionen unter einander nachgewiesen 
werden, dass in einer Relation von der Form (28.) w eine Constante sein 
muss. Denn drückt man v,, ®, ... ©,_,, w als algebraische Functionen 


u 
s 





*) Differentiirt man nämlich die Gleichung (27.), so wird 


\ 


do, dv, dv, -ı 
(a.) dx 3 Be of de of dr 
77 ox ologe, D, vo logv,-ı Ü.—1 


und diese Gleichung muss, da angenommen worden, dass zwischen logv,, logp,, ... logv,-ı 
nicht schon eine algebraische Beziehung stattfindet, in diesen Transcendenten iden- 
tisch sein; man darf daher logv.+ u. statt logv, setzen, und wird sodann wieder 
durch Integration von (a.) 
(b.) logo, tu, = f(z,loge, +u,,logv,+u,, ... 10g%,-ı+%,-ı) 

erhalten, worin #,, &,, ... 4,—ı von einander unabhängige, «, eine von diesen ab- 
hängige Constante bedeutet. Da nun 

(c.) f(x, log», +u ,loge,+u,,. „logv,-ı+u,-) = f(z,logo,, logv,, ... logv,—ı) + u,, 


und diese Bisishane Por Voraussetzung gemäss VO eine in den Transcendenten 
identische sein muss, so folgt, wenn logr, = = logv, = = logr,-ı = 0 gesetzt wird, 
in Verbindung mit (c.) 


(d.) f(z, logv, +u,, ... logv,—ı + %.-ı) 
= f(z,loge,, ... legv,—) + fl, u, + Mo-1)—f(z, 0, 0, ... 0). 
Da nun wegen der Identität dieser Gleichung und der Willkürlichkeit von «. 
nach logv, und «, differentiirt werden darf, und aus 
oflz, logo, +4, ,... log g9-1tM-1) _ of(z, log + 1080-1) _ Oflz, u, ++: Ke-ı) 
Sllogv.+u,) er 





1 OU. 
folgt, dass 
(e.) f(z,logv,,...logv,-ı) = PalOgVa+ 9a 
sein muss, worin p. von allen Transcendenten, g, von logv, frei ist, so wird 
(f) fs, logo,,... logo.) = p,loge, +" +Ppe-ılogr,-ı+0 
sein, worin Q algebraisch von x abhängt, und, da durch Einsetzen in (e.) 
p, (loge, +u,)+»- -+Pp,-1llogd-1+M,-1)+Q = p,logo ‚t'"+po-ılegu-+Q+u, 
oder 
Pkt" Pe-ie-ı = My 
folgt, so sind P,, Pas +++ Po—ı Constanten. 

















30 Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 








von ®, aus, was durch Elimination von x aus den e, und jede der anderen 
Grössen definirenden algebraischen Gleichungen geschieht, so ergiebt sich 


(29.) alogp(w,)+@logp.(e,)+-+ta,loge, = Plo,), 


und lässt man nun in dieser Gleichung e, so oft den Nullpunkt umkreisen, 
als das Produet der Anzahl der Cyklenelemente angiebt, welche die ein- 
zelnen algebraischen Funetionen p,(%,), +++ P.-1(%,), P(e,) im Punkte e, = 0 
besitzen, so werden alle diese Funetionen wieder zu ihrem Ausgangswerthe 
zurückkommen, die einzelnen Logarithmen daher nur um ganze Vielfache 
von 2rnö zugenommen haben, und es wird sich daher aus (29.) und der aus 
dieser dureh Umkreisen des Nullpunktes hergeleiteten durch Abziehen 
530.) ahtakrt-+a,k, = V 

ergeben, worin Ä,, Ay, ... A, ganze Zahlen bedeuten, von denen jedenfalls 
k, von Null verschieden ist. Hieraus folgt aber 

k k, ko—ı 


1 


a.>=>-— (A en... vurbheunden Yars RE 
v k, Es: KR, . k, e 


und es geht somit die Beziehung (28.) in 


31.) a,log 1.48 a,10£]- Rn + a, log) =—| = w @ 
2 Rom E. 
£ d | ” u, | | . Ku | 
über; sind nun alle Logarithmanden Uonstante, so wäre auch die alge- 
braische Funetion © eine Constante, ist dies jedoch nicht der Fall, und 
schreiben wir die Beziehung (31.) in der Form 
(32.) alogV,+@logV.+--+a,_,logV,_, = w, 
so wird aus dieser wieder hervorgehen 
33.) aKıt@aK;+--+a,_,K,-, = 0, 
worin K,, K;, ... K,_, ganze Zahlen bedeuten, von denen die letztere jeden- 
falls von Null verschieden, und daher wird (32.) wiederum übergehen in 


(34.) a,log| - 44a log FE —- ER -+a,_,log|— 7} = m; 

| BZ | Ir, er z Iyien 

schliesst man so weiter, so gelangt man endlich, wenn nicht schon früher 
sämmtliche Logarithmanden der einzelnen Relationen, also auch » als Con- 


stante sich ergaben, 
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und es ist klar, dass eine solche Beziehung nur bestehen kann, wenn W, 


eine Constante ist — es muss also in jedem Falle in der Beziehung (28. 
w constant sein. 

Zugleich können wir aber aus dieser Deduetion, wenn wir noch für 
die Gleichung (28.) die Voraussetzung der algebraischen Unabhängigkeit 
der logarithmischen Functionen unter einander hinzunehmen, Folgendes für 
die Beschaffenheit der eonstanten Coeffieienten a ermitteln; aus (28.) ergab 
sich zunächst zwischen denselben die ganzzahlige homogene Gleichung 
(30.) und aus dieser die Beziehung (31.), in welcher sofort zu erkennen ist, 
dass keiner der Logarithmanden eine Constante sein kann, da, wenn 


D, v 
— =( oder vie= (e.v 


wäre, daraus 
k,loge,—k,loge, = k,logC 

folgte, und also gegen die Annahme eine algebraische Beziehung schon 
zwischen zweien der logarithmischen Funetionen der Gleichung (28.) statt- 
hätte. Wenn aber (31.) besteht, so folgte daraus (33.), worin wiederum 
K,_, von Null verschieden war, und hieraus (34.), in welcher Gleichung 
wiederum keiner der Logarithmanden eine Constante sein kann, weil sonst 
zwischen dreien der ursprünglichen Logarithmen eine algebraische Beziehung 


stattfände; daraus folgte wieder eine homogene lineare Beziehung 
(39.) d, L,+ (4 L,+::-+ (dl BR L ) m ), 


worin L,_, von Null verschieden ist, u. s. w.. wir erhalten somit die Reihe 
der Gleichungen: 


da, k, + ds k; rn er, + d.,_2 k, 7 da Re k, 7 d k — U), 
aK+®%K;,+--+a,_.K,_.+a—\K,-, - (U), 
‚»2p 
36.) da, L, + d;, Eu 7'700 L, — U), 
a,Jl, = a, U, 





während der Logarithmand der letzten der Gleichung (31.) analogen Be- 
ziehung alle o-Grössen enthalten und gleich einer Uonstanten gesetzt die 
vorgelegte logarithmische Relation liefern muss. Da nun in den Glei- 
chungen (36.) die ganzen Zahlen k, K,_, L,_» ... M; von Null verschieden 


sind, so folgt, dass diese Gleichungen von einander wnabhängi 


14 und die 
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Quotienten 





a, 
ee 
somit rationale Zahlen sein müssen; wir erhalten daher den folgenden Satz: 

Die allgemeinste algebraische Relation zwischen o logarithmischen Tran- 
scendenten von algebraischen Functionen einer Variabeln, welche der Bedingung 
unterliegen, dass nicht schon weniger als o dieser Transcendenten in einer 
algebraischen Beziehung stehen, hat die Form 


a,logvı+a,logv,; + -+a,loge, = a, 


worin A, Ay ... a, rationale ganze Zahlen und a eine Constante bedeutet, 
oder entspringt durch Logarithmirung der algebraischen Beziehung 


v Od, = 6 


Zugleich ist gezeigt, dass in jeder in logarithmischen Transcendenten linearen, 
mit constanten Coefficienten versehenen Relation 


a,loge, +@,logv;+-- -+a,loge, = w, 


ohne weitere Bedingungen für die Logarithmen der algebraischen Functionen 
©, © 22. d,, W eine Constante sein muss, d. h. eine mit constanten Coefficienten 
versehene lineare Verbindung logarithmischer Transcendenten algebraischer 
Functionen nie algebraisch von x abhängen kann *). 


*) Der letzte Theil dieses Satzes konnte auch leicht durch folgende Ueberlegung 
eingesehen werden: Wenn in der Beziehung 
a, logv, +a,logv,+----Fa,logv, = w 
die Grössen a, 4,, ... A, Constanten und w eine alnihenienhe Funetion bedeutet, so 
würde die rechte Seite, also auch die linke für keinen Werth der Variabeln logarith- 
misch unendlich werden können. Werde nun o für ze=x, unendlich, und habe v 
in der Umgebung von x, die Entwiekelung 


Pa Pa* 1 Pa 1 


Ü.„ = A,(2—z,) u +HA,(c2— x 3 3a — .._— Au(z— x )'*{14+ B,(@—x,)'«+ |, 
und somit 
ı 


logv, = log Au+ log(e—xz,)+logil+B,(2—z,)'* +! 


oder 
1 2 


logv, = logA.+ .- log (&— 2, )+C,(x— a," + C,(@ a.) +, 


dann wird, da die logarithmischen Unendlichkeiten auf der linken Seite der logarith- 
mischen Gleichung sich zerstören müssen, 


a, ta, de +4, RO 


[ 




















2 
; 
; 
: 
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Hat die lineare Beziehung zwischen den o logarithmisehen Funetionen 
algebraische Funetionen der Variabeln zu Coefficienten, — in welchem 
Falle, wie oben gezeigt worden, schon zwischen weniger als o dieser 
Logarithmen eine algebraische Beziehung wird stattfinden müssen —, lautet 
dieselbe also 


31.) wloge, +wloge,+--+u,loge, = w, 


so wird man unmittelbar die der Gleichung (29.) analoge Gleichung auf- 
stellen können 


(38) w,(e,)logyp,(®,)+w;(e,)logy;.(e,)+"+w,(e,)loge, = PCe,). 


worin sämmtliche Funetionen von e, algebraisch abhängen, und, wenn man 
wiederum e, so oft den Nullpunkt umkreisen lässt, als das Produet der 
Anzahl der Cyklenelemente angiebt *), welche die einzelnen algebraischen 
Funetionen »,(®,), -.. @,(®,) Pie) »+- Pd), Ple,) im Punkte ve, = 0 
besitzen, so ergiebt sich wie früher 


39) wkhtwk++uh, = (0, 


und daraus wiederum die der Gleichung (31.) analoge Beziehung 


BR) log | | +8, ‚log| u ++ log |: - @; 


| H,—ı 
| kr | ei } Pr } 
in dieser Beziehung können nun entweder alle Logarithmanden constant 
sein, und dann wäre ®w eine homogene lineare Function von u, ... 
mit constanten Üoefficienten, oder es sind die Logarithmanden sämmtlieh 
oder theilweise algebraische Funetionen der Variabeln, und dann würde 
sich aus (40.) eine Beziehung von der Form 

u, K+R;,+--+u,_,K,_, = 0 


und daraus wieder wie in (34.) 


log [| +n,1og| 4 + +M, log] = i=0o 
| er | | A | | vie | 


sein müssen, also die erste der oben zefundenen Beziehungen statthaben; da nun die 
folgenden genau auf demselben Wege durch suecessive Elimination von a,,a,_..... a 
gefunden werden können, so wäre der oben aufgestellte Satz wiederum erwiesen. 
Wir heben diese Betrachtungsweise deshalb besonders hervor, weil dieselbe auf 
die Untersuchung höherer Transeendenten als der logarithmischen sich ausdehnen lässt. 

*) Es genügte selbstverständlich, das kleinste gemeinsame Vielfache der Anzahl 
der Cyklenelemente zu wählen. 
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ergeben; sind nun wieder sämmtliche Logarithmanden constant, so ist w 
eine homogene lineare Funetion von %, %, ... %,, mit constanten Üoef- 
fieienten —; ist dies jedoch nicht der Fall, so schliesst man in derselben 
Weise weiter, bis man zur Beziehung 
ulog W, = w 
gelangt, in welcher W, constant sein muss, also w linear homogen von «, 
abhängt; es folgt somit der Satz: 
In jeder in logarithmischen Transcendenten linearen Beziehung 
u, log 0ı+%10g 94 + w,log v„=-w, 

in welcher u, ».. U; Cıy 22. ©,, W algebraische Functionen einer Variabeln 
sind, ist w eine homogene lineare Function von u, U, ... U 


Oo 
S 


w = ht tat + ,U, 
mit constanten Coefficienten, und es wird, wenn nicht v,, v3, ... ©, sämmtlich 
constant sind, zwischen den algebraischen Functionen u, %, ... u, eine 
homogene lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten 

Zu tt +%,u, = 0 
stattfinden, in welcher nicht alle Coefficienten verschwinden dürfen. 

Nehmen wir jedoch an, dass nicht schon zwischen weniger als den 
o in der Beziehung (37.) vorkommenden logarithmischen Functionen ein 
algebraischer Zusammenhang besteht, so werden nach dem Früheren «,, 
U, ... 4, constant und zwar rationale Zahlen, w eine constante Grösse sein 
müssen; es folgt daher, dass in der von einem gemeinsamen Theiler befreiten 
Relation 

a,loge, +wlogev, = w, 
weil einer der Logarithmen nicht algebraisch von der Variabeln abhängen kann, 
u, und u, stets rationale Zahlen und w eine constante Grösse sein muss. 

Es wird nunmehr leicht sein, die Form der allgemeinsten algebraischen 
Beziehung festzustellen, welche zwischen o logarithmischen Transcendenten 
algebraischer Funetionen von x 

logv,, loge., ... logo, 
besteht; denn nehmen wir an, dass schon zwischen » Zusammenstellungen 
dieser logarithmischen Funetionen 

loge,, loge;, :-. loge,, 

loge.,, logv,, --. logo, 


loge®, 


n 


5. 
= 
EA r 
= 
E,: 
a 
e) 
Fi 
5 
E 
e 
% 


een rat 





ER 
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u. 
I) 


ein algebraischer Zusammenhang stattfinde, und zwischen weniger logarith- 


mischen Functionen als in je einer Zusammenstellung kein solcher existirt, so 
wird derselbe nach den vorhergehenden Auseinandersetzungen die Form haben 


a,logv, +b,loge, + +eloge, = A,, 
a,logv,, +b,logo, + +f,loge,, = A,, 
a,loge,, + b,logv, + a, 9.loge,, ul. 
worin a;, d,, ... g, sämmtlich rationale Zahlen, A,. A,. ... A, Constante 
A) b) 19 


sind, und es wird daher die allgemeinste Form einer algebraischen Beziehung 
zwischen go logarithmischen Functionen, die selbst unter sich algehbraisch ron 


einander abhängen können, die folgende sein 
F'x, a,loge,-+b,logr;+-+e,loge, , ... a,loge, +b,loge; +-+g,loge, | = 0, 


wenn F eine willkürliche algebraische Function der in der Klammer enthaltenen 
Argumente bezeichnet. 

Soll die algebraische Relation zwischen den logarithmischen Fune- 
tionen eine lineare sein, so wird diese lauten müssen: 


Pı (a,loge, + b,logr,; + + E£, logo, ] +... 


+ +p,[a,loge, +b,loge,; +--+9,loge,] = g, 


worin P4 Par +++ Pu, g algebraische Functionen von z bedeuten, und wenn 
man beachtet, dass die einzelnen Klammern den obigen Gleichungen zufolge 
constant sind, also q eine lineare Funetion von p,, pP. ... p, mit constanten 
Coeffieienten ist, so kommen wir wieder auf die Form 


j 


u,loge, +w,loge;+---+u,logr, = w, 


mit der oben angegebenen Eigenschaft von w, eine homogene lineare 
Funetion von %, %, ... %, mit constanten Coefficienten zu sein. 

Nachdem diese allgemeine Betrachtung über die algebraischen Be- 
ziehungen zwischen logarithmischen Funetionen, die nachher auf Abelsche 
Integrale ausgedehnt werden sollen, vorausgeschiekt worden, gehen wir 
wieder zu unserem eigentlichen Probleme zurück, behandeln jedoch zuerst 
besonders den speciellen Fall, in welchem die Form des Integrales der 
Differentialgleichung (1.) 


41.) 2, = u+wmloge, +wlogr,+--+u,loge 


4 


.) 
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lautet, worin %, %, ... %, welche, wie gezeigt worden *), algebraische 
Integrale der redueirten Differentialgleichung sein müssen, zunächst noch 
rationale Funetionen der Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung 
sein sollen. 


































In diesem Falle giebt es, wie oben gezeigt worden, wenn 
nicht ©, ©, ... ©, ebenfalls rationale Funetionen jener Grössen sind, jeden- 
falls noch ei» Integral von der Form 


(42.) 2 = W+uloge; +%logo, + ---+u,loge,, 


v, nach den Gleichungen (21.) einem anderen t-Werthe 
entsprechen, aber zum Theil den früheren vo-Werthen gleich sein können, 
während «,, %,, 


worin ©. © 


a, der Voraussetzung gemäss, da x, Y,, 


... Yus y ihre 
\Werthe wieder annehmen, unverändert bleiben. 


Dann ist aber 


! ' / 

’ v V, Ü 
43) 2-3 = wW—u+ulog 2 + ,10g r\ +-+2,log : 
r 2 


[e) 
s 


u w, 


und es wird, wenn man voraussetzt, dass die redueirte Differentialgleichung 
kein in eben diesen Logarithmen ausdrückbares Integral besitzt, ww eine 
algebraische Function oder eine Constante sein müssen. 
Bringt man nun diese Beziehung auf die Form 
(4)  wlogV,+wlog N, +--+u,logV, = W, 
so können wir zunächst nach dem oben bewiesenen Satze schliessen, dass 
entweder zwischen den algebraischen, der Annahme nach in den Coeffieienten 
der Differentialgleichung rational ausdrückbaren Funetionen «u, %, ... u 


0” 


eine homogene lineare Relation mit ganzzahligen Coefficienten von der Form 
(45.) ku, + ku, + +K,U, — ( 


besteht, in welcher nicht alle Coefficienten verschwinden, oder dass sämmt- 


liche Grössen V.. Vs», V, eonstant sind. Findet nun eine Beziehung der 


Form (45.) statt, so folgt aus 


) ki, i ko.-ı \ 
N, = — > a 


v ho Zu 

*) Dass u, ... a, Integrale der reducirten Differentialgleiehung sein müssen, 
folgte freilich nur unter der Annahme, dass zwischen logv,, logv,, ... logo, keine 
algebraische lineare Beziehung mit Coeffieienten stattfindet, welche aus «,, «,,... &,, deren 
Ditferentialquotienten und den Coeffieienten der Differentialgleiehung rational zusammen- 
resetzt sind, also den Charakter dieser u-Grössen selbst haben; aber diese Annahme 
dürfen wir für das Integral z, machen, weil im entgegengesetzten Falle sich dasselbe 
ebenfalls auf eine lineare Form und zwar von weniger Logarithmen mit ebenfalls 
dureh die Coeffieienten der Differentialgleiehung rational ausdrückbaren Coeffieienten 
zurückführen liesse. 
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das Integral (41.) in der Form 


3, = u u, log + +4 u,_,10g 


Äh 
[F 


U. v, 

und man könnte von dieser Form des Integrales bei der Untersuchung aus- 
rehen, indem dieselbe in Bezug auf die o—1 logarithmischen Transcen- 
denten wiederum linear ist, und die Coefficienten ebenfalls noch rationale 
Funetionen der Coeffieienten der Differentialgleichung sind. Nehmen wir 
daher an, dass das Integral z, sich nicht schon linear dureh weniger als 
o logarithmische Functionen mit Coeffiecienten ausdrücken lasse, welche ra- 
tionale Functionen der Coefficienten der Differentialgleichung (1.) sind *), 
so kann eine Beziehung von der Form (45.) nicht statthaben, und es bleibt 
somit nur die zweite Bedingung für die Existenz der Beziehung (41.) zu 
untersuchen übrig, welche verlangt, dass N, N, ... V, sämmtlieh constant 
sind. Ist aber z. B. 


eine constante Grösse, so könnte einerseits e, = ev, sein, dann würde aber 
der Logarithmus des Quotienten verschwinden oder ein ganzes Vielfaches 
von 2ri sein, und daher dieser Posten in (43.) fehlen oder auf die rechte 
Seite zu » gezogen werden können, das, weil z,. ®,, ... a, selbst Integrale 
der redueirten Gleichung waren, wiederum ein Integral eben derselben Glei- 
chung bleibt; dies kann aber nicht für alle e-Grössen stattfinden, weil wir 
sonst zur Herstellung von (42.) einen andern !-Werth wählen könnten. und 
nur dann alle Lösungen der irreduetibeln #-Gleichung alle Grössen v,. 
2, ... ©, unverändert lassen können, wenn die algebraischen Funetionen 
©, 02, ... ©, Tationale symmetrische Functionen der Lösungen der t-Glei- 
chung, also rational durch die Coefficienten derselben, und somit bereits 
dureh die Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbar wären. 
Ist aber e; von e, verschieden, und soll der Quotient dieser beiden Grössen 


y° 


eonstant sein, so muss bekanntlich, wenn "=, gesetzt wird, 4 eine u 
! 
*) Dann wird auch zwischen logr,, loge,, ... logv, keine lineare Relation mit 


Coeffieienten, gleichartig denen der gegebenen Differentialgleichung, stattfinden dürfen, 
weil sonst 3, sich auf weniger Logarithmen mit gleichartigen Coeffieienten redueiren 
würde, und es werden somit unter der oben gemachten Annahme aueh wieder 
U U... %, Integrale der redueirten Differentialgleichung sein. 
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Einheitswurzel sein *), und die die Function v, definirende, mit Adjungirung \ 
von z, Y,, ... Y,, y irreduetible Gleichung die Form haben % 
ur 7 uw) (v2) 3 
(46) je +0,(8,Y,.. Yet ’+o,(z, Yır.. Ym ot Pt. 1 
2 
++09,(2, Yı,..YoYy) = 0. 3 
Setzt man aber dann 
vr == ®,, 3 
i 4 
so würde ®, durch die mit Adjungirung von x, Y,, ... Y,, % irreductible E 
Gleichung 4 
(4) vtola, Yo: Ys DU t tw, Yırcıe Ya y) = 0 4 
N 
von niedrigerem als dem 2 = urten Grade definirt, und man könnte in (41.) ; 
statt des Postens «,loge, A 
u = 
— logo, 
substituiren, worin e, als Lösung der Gleichung (47.) definirt ist; es folgt 
somit unter der Voraussetzung, dass V,, V,, ... V, sämmtlich eonstant sind, 
dass das Integral z, sich in die Form setzen lässt 3 
4 - PURE. 6 Pie U, - = 
(48.) 2, = ua+—loge, + —logo,+---+ logo, , : 
iM, KR, Ko 7 “ 
worin 44, 4, ... 4, positive ganze Zahlen bedeuten, welche auch zum E 
Theil, aber nieht alle gleich der Einheit sein können, und e,, ©, ... v,im 
Allgemeinen durch irreduetible Gleichungen niedrigeren Grades als die resp. 
©, ©, ».. 0%, — und nur wenn das entsprechende «=1 ist, durch eine ; 
irreduetible Gleichung desselben Grades — definirt sind. Wenden wir nun s 


auf die Gleichung (48.) dieselben Schlüsse an, durch welche wir die Form 


RR FERNE AR 


*) Sei die die Grösse v, definirende, mit Adjungirung von z, Y,,... Y„, y irre- 
duetible Gleichung 
R' 4 7 „k— F E — ( 
1} == Pf, (x, Ks su us y)t Ib... +gr(z, } yrr. ER y) _— VÖ, 
so zieht die Beziehung vo’ = Av, bekanntlich die Reihe der Gleichungen 
— „ — 2? “ 
== Io. == 2°9,. 
er Z u 
— iv =4o, 


vu) -— Avlu-2) — lie PP 
m Avta—)) — Je v 
1 ". e 19 
also 4“ = 1 nach sich, d.h. es gehört zu jeder Lösung v das System der Lösungen 
v, Av, Adv, ... Mg, 


Ü 


Bi TREE ee 





Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 39 





(41.) auf (48.) redueirt haben, und fahren so fort*), so kommen wir zur 
Ri Integralform 
= (49.) 3, = u+— x log’ u+- log’ Ei u "]oo e 


0 
„ 


worin, wenn wiederum die ‚Gleichung construirt wird, durch deren eine 
Lösung sich die wigepteinche on Funectionen x, 'v,, '®%, ... 'v, rational aus- 


0 





je 


0» 
5 


drücken lassen, '&,, '%, ... 'v, Lösungen von G aRpmngen ersten Grades 
und vom obigen Charakter sind, d.h. sich rational durch x, Y,, ... Y,, 9. 
also rational durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleie hung 
ausdrücken lassen **). 





*) Bei einer Reduction wird der Grad der Gleiehung mindestens eines Logarith- 
manden erniedrigt, und da nie alle Logarithmanden für alle Lösungen der resp. 
t-Gleichung unverändert bleiben können, also die entsprechenden V nie sämmtlich gleich 


LEERE 7 N REN ER SER DR NERNTERENELNN 127750000 





4 I sein können — weil sich in diesem Falle schon die rationale Ausdrückbarkeit der 
2 Logarithmanden durch die Coeffieienten der Differentialgleichung, welche wir ja 
% allgemein erweisen wollen, von selbst ergeben würde — so wird man successive den 
% Grad der die einzelnen e-Functionen definirenden irreduetibeln Gleichungen bis auf 
3 den ersten erniedrigen können. 
u **) Man kann die eben erhaltenen Resultate verallgemeinern, wenn man die 
3 redueirte Differentialgleichung der erweiterten Bedingung unterwirft, dass, wenn sie 
& logarithmische Integrale i in additiver Form besitzt, deren L ogarithmanden rational in den 
3 Coeffieienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar sind, weil dann auch 
“ v' RT 
; ®, = fo Yıy Ins y) 
i auf dieselbe Folgerung führt, dass nämlich f(x, Y,,... Y„,y) eine Constante und zwar 
; eine Einheitswurzel sein muss. 
i Wir fügen übrigens für den zweiten Theil des obigen Beweises noch eine 
; andere Schlussweise bei, die wir später der analogen Betrachtung für allgemeine 
Ä Abelsche Integrale zu Grunde legen werden. Wenn nämlich in der Gleichung (43.) 
h sämmtliche Logarithmanden eonstant sind, so nehme man eine andere Lösung der 
4 {-Gleichung und bilde das der Gleichung (42.) analoge Integral; sind dann nicht alle 
n Logarithmanden der der Gleichung (43) entsprechenden Beziehung constant, dann 
3 würde es nach Früherem gegen die gemachte Annahme über die kleinste Anzahl der 
A Logarithmanden verstossen wir dürfen also wiederum annehmen, dass sie sämmtlich 
4 constant sind. Mag dies nun für alie Lösungen der t-Gleichung stattfinden, dann 
3 wäre, wenn den Öd Lösungen #,, t,, ... t5 der Gleichung 6" Grades in ? die Werthe 
4 von v, 
a u A TEE ‚es 
3 19 19 nn * 
entsprechen, die zum Theil einander gleich sein können, 
loge, —loge, =0, loge' —logr, = c', logr —logr, = c” 
loge(?-D — logv, = ce!) 
also 
B log(v, v/ ...ed-D)— dlogo, = ec’ +c" +++ cd), 
4 oder 
k 1 ’ 
logr, = —logV, —C., 


Ö oO l 














40) Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 


rein algebraischen Theiles # in dem Integralausdrucke (41.) hinzu; nach- 
dem gezeigt worden, dass (41.) stets in die Form 





U, 
( 


loo'r 
1 ° 


u, | 
log'v, + . log'w; ++ 


A 
umgesetzt werden kann, worin nunmehr x, ... U, %s - +. ©, rational aus 
den Coeffieienten der Differentialgleichung (1.) x, Y,. ... Y,, y zusammen- 
vesetzt sind, mag x einen geschlossenen Umlauf von der Art beschreiben, 
dass Y.. ... Y„. y ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, während « in 
eine andere Lösung « der sie definirenden mit Adjungirung von x, Y.. ... Y 
y irreduetibeln Gleichung 


(50.) u + vw (z, Y.. ... Y,„, y)uT+--+ Yv, (2, Y.. ... Kan Y) =V 


m» 


übergeht; dann wird nach früheren Auseinandersetzungen der sich aus z, 


ergebende Ausdruck z, ebenfalls noch ein Integral der vorgelegten Diffe- 
rentialgleichung sein. Da nun vermöge ihrer rationalen Zusammensetzung 
0» Oi... ©, Ihre früheren 
Werthe wieder annehmen, also die Logarithmen sich nur um ganze Viel- 
fache von 2ni ändern können, so wird 


aus z, Y. --- Ya, y die Functionen «, ... % 


Öl) »—23 = W —-u+r u tn+:-+r,u, 


sein, WON m, Pay... T, rationale Zahlen bedeuten; nimmt man nun an. 
dass die redueirte Differentialgleichung nur solche algebraischen Integrale 
besitzt, welche rational durch die Coeffieienten der Differentialgleichung (1.) 
ausdrückbar sind, so wird, da »—z, ein Integral der redueirten homogenen 


wenn 
u ı d—1) 
( co en el 
A. BES. 2 TE m .(d—1) — V 
5 =6, 9,09,...0 =f, 
gesetzt wird, und V, als rationale symmetrische Funetion von f,, £,, ... ts sich rational 
durch z, Y,, ... Yn, y ausdrücken lässt; ebenso erhält man 
1 R 1 £ 
logv, = —<logV,—C,, ... le. =-< log V,—C,, 
€ 2 ) . y4 - - s C ı - S 
und es geht daher das gegebene Integral (41.), wenn 
a— Cu, —O,u,— + —C,u, = U 
gesetzt wird, in 
0 u, HM, ’ 
s = U+—-logV, + —-logV, +++ —<- log} 
| ) e 7 d & + 7 d oo 
über, worin V,, V,, ... V, aus den Coeftieienten der gegebenen Differentialgleichung 


rational zusammengesetzte algebraische Funetionen bedeuten. 


Wir fügen endlich noch eine Bemerkung über den Charakter des 












I. ; 
: 





Ga She an Fe 


De 


BER HERR! 








Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 4] 


Differentialgleichung ist, «—au, da w, ... a, es sind, ebenfalls eine ratio- 
nale Funetion der Grössen x, Y,, ... Y,. y sein. Sei nun 


w = +&%(2,7,... Y.Y). 
so folgt, dass ausser (50.) noch die Gleichung besteht 
+2 +w (ur 2 T"+..+W = (0, 
welche mit (50.) durch Subtraetion verbunden die Gleichung liefern würde 
tu A2+nu +. 4%, = 0; 
und diese Gleichung kann, da weder 7 noch (2 verschwinden, wegen der 
angenommenen Irreduetibilität der Gleichung (50.) nieht bestehen. Es muss 
somit der Grad 7=1 sein, d.h. z selbst rational durch &, Y. ..: Y,., Y 
also durch die Coeffieienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrück- 
bar sein. 
Fassen wir die so erhaltenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 
Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 
d”z nie 


de” 


ein Integral von der Form besitzt 


3 = u+wulogo, +mloge, ++ u,loge,, 
in welchem u, ©, % ... ®, algebraische Functionen von x, ferner u, %, ... M, 
in den Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbare Functionen 
bedeuten, wenn ferner angenommen wird, dass das Integral sich nicht schon 
linear durch weniger als o logarithmische Functionen mit Coefficienten aus- 
drüchen lasse, welche rationale Functionen der Coefficienten der Differential- 
gleichung sind, und die reducirte Differentialgleichung kein aus diesen logarith- 
mischen Transcendenten algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so sind 
einerseits U, U, ... a, Inteyraie der redueirten Differentialgleichung, anderer- 
seits lässt sich das angegebene Integral auf die Form bringen 


“ur ’ Mb u, ‚ 
3 = u>— loo vd, + — loo rn log Ü,s 
6 “. n 0, « e OÖ, S 


oO 


WOrin Gy, Oy ... 0, ganze positive Zahlen und ©, ©, ... v, ebenso wie die 
U... u, rational in den Coefficienten der Differentialgleichung ausdrückbar 
sind — und diese letztere Eigenschaft kommt auch dem algebraischen Theile 
u zu, wenn die reducirte homogene Differentialgleichung nur solche algebraischen 
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Integrale besitzt, welche rationale Functionen der Coefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung sind *). 

Hat die redueirte Differentialgleichung gar keine algebraischen Inte- 
grale, so dass also “, %, ... «, constant sein müssen — in welchem Falle 
dann offenbar Y„=0 sein muss — so sind alle Bedingungen des obigen 
Satzes erfüllt und die Logarithmanden somit stets rational durch die Coef- 
fieienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar. 

Lassen wir jetzt die Bedingung fallen, dass die Coefficienten des in 
den logarithmischen Transcendenten linearen Integrales rational durch die 
Coeffieienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar sind, und 
nehmen an, die Differentialgleichung (1.) habe ein aus z und dem Logarith- 
mus einer algebraischen Function algebraisch zusammengesetztes Integral 


(52) 2 = F(z,logv,), 


so muss dasselbe, wenn vorausgesetzt wird, dass die redueirte Differential- 
gleichung kein durch Logarithmen algebraischer Funectionen ausdrückbares 
Integral besitzt **), nach dem oben bewiesenen Satze die Form haben 


(53.) 2 = u+u,loge,, 


worin #, ,, e, algebraische Functionen von x bedeuten, von denen «, 
bekanntlich ein algebraisches Integral der redueirten Differentialgleichung 
sein muss; nach dem Früheren ist nun, wenn wir wieder «, a, ve, als 
rationale Funetionen einer Variabeln #, darstellen, welehe die Lösung einer 
mit Adjungirung von z, Y,, ... Y„, y oder der Coefficienten der Diffe- 
rentialgleichung (1.) irreductibeln Gleichung pter Grades ist, und z einen 
solehen Umlauf beschreiben lassen, dass Y,, ... Y,„, y ihre Werthe wieder 
annehmen, während £, in £, übergeht, der sich ergebende Werth 


54.) 2 = wW“"+uloge, 


wiederum ein Integral der gegebenen Differentialgleichung (1.),. Es kann 


*) Wird diese letztere Annahme gemacht, so ist damit schon implieite die Be- 
dingung erfüllt, weleher die w,, %,, ... #, unterworfen wurden, nämlich in den Coef- 
fieienten der gegebenen Differentialgleichung rational ausdrückbar zu sein. 

*#®) Es genügt, wie aus dem Beweise des oben angeführten Satzes hervorgeht, 
anzunehmen, dass die redueirte Differentialgleichung kein durch log», algebraisch aus- 
drückbares Integral besitzt, und zum Folgenden wird es ausreichen, die reduecirte 
Differentialgleichung der Bedingung zu unterwerfen, dass sie kein algebraisch durch 
logv, und log v, ausdrückbares Integral besitzt, wenn v, irgend ein anderer Zweig 
der algebraischen Function ®, ist. 
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nun der Fall eintreten, dass «, = u, ist. und dass dieses statthat, welchen 
der Werthe t,, t,, ... £, wir auch wählen mögen: dann wird aber «, eine 
rationale symmetrische Funetion der Lösungen der t-Gleichung also rational 
durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleiehung ausdrückbar sein, 
und wir finden somit, da wir hiernach auf den vorher bewiesenen Satz 
zurückgeführt werden, dass sich nämlich z, in die Form bringen lässt 


m, 
2; = u+ log r,. 
0, 


worin ‘©, ebenfalls rational durch z, Y.. ... Y,, y ausgedrückt werden 
kann *). Schliessen wir also diesen vorher behandelten Fall aus. so muss 
einer der Werthe t,, ... t, eine Beziehung (54.) liefern, in welcher «, von 
a, verschieden ist. Da nun die Differenz z,—z, ein Integral der redueirten 
Differentialgleichung liefert, diese aber kein durch diese Logarithmen alge- 
braisch ausdrückbares Integral haben sollte, so wird 


sw- 


29, u —u- u; log ev, —u,loge, = w 


sein müssen, worin w eine algebraische Function bedeutet, die auch constant 
sein kann. 
Da sich nach früheren Auseinandersetzungen aus dieser logarith- 
mischen Gleichung 
k,u—ku = UV 
T 


ergiebt **), worin 4, 4 ganze Zahlen bedeuten, also eine rationale 


Zahl ist, andererseits aber oben gezeigt war, dass, wenn der Quotient zweier 
Lösungen einer irreduetibeln Gleichung eine Constante ist, diese nothwendig 
eine Einheitswurzel & sein muss, so wird, da 

2kıı ._ 2kı 


€e = COS - Lisın 
u 7 


 *) Was für den vorliegenden Fall, in welchem das Integral nur eine logarith- 
mische Funetion enthält schon leicht daraus folet. dass 


s..—.. = u —u-.u log =, 
2 ‚108 — 
2 2 .. T en Y . y . 
also 2 constant sein muss, woraus, wie früher ausführlich auseinanderzesetzt 


worden, die Reduction des Grades der irreductibeln v-Gleichung sich ergiebt 
**) Wenn u‘ von «u, verschieden ist, muss offenbar auch ®’ von e, vers 
sein, da sonst 
u“ —u+l(u,—u.)ler = w 


für ©, einen ceonstanten Werth erfordern würde. 
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2 4 . 2krı U r E 

nur rational sein kann, wenn in — =0 d.h. k=0 oder k= 5 ist, e=1 4 
! & 

. u ö 

oder —1 sein, und da —-=1 bereits ausgeschlossen war, so muss «, = —u, . 
k ie: 

sein. Weil dies aber für jede der p Lösungen der #-Gleichung gültig bleibt, \ 
so ist a, eine rationale Funetion von £, welehe für alle Lösungen der : 


!-Gleichung nur zwei verschiedene und zwar entgegengesetzte Werthe an- 
nimmt, daher mit hücksicht auf die rationale Zusammensetzung der Coef- 
fieienten der £-Gleichung aus den Coeffieienten der Differentialgleichung die 
Form hat *) 

(6.) % = w(z, Fı, fa... Fasf), 
worin w eine rationale Function bedeutet. 

Um nun die Eigenschaft des Logarithmanden ve, in dem Integral- 
ausdrucke (53.) zu ermitteln, wollen wir uns «a und e, als die Lösungen 
von mit Adjungirung von &, Y,, ... Y„, y und x, irreductibeln Gleichun- 
gen dargestellt denken, und nehmen an, dass die e, definirende Gleichung 


ee wa rare ge 


RN 


*) Denn seien «, und «, die einzigen Wertle, welche eine rationale Function 
«=f(t,) für alle Lösungen i, t,, ... t, der irreductibeln t-Gleichung annimmt, 
so mag 





u=flt)=ft)=-=flb) % > fltorı) = fllor2) = = flt,) 


sein; dann folgt unmittelbar 
P 
u, + (Pu, = Zul) = P, 


el) S,.r Dee) „_S$ 

re en = Zus fl) = 0, 
worin P und Q als rationale symmetrische Funetionen aller Lösungen der t-Gleichung 
rational durch die Coeffieienten derselben also durch z, Y,, ... Y„, y ausdrückbar 
sind, und hieraus, dass «, der quadratischen Gleichung genügt 


af. >. pe) Men) 


® 
3 
& 
3 





Fe wi Q en po 
und x, der Gleichung 
4 (o—1)P’—200 
u, ee mn, 
ur, p(P—9) 


deren Coeffieienten rational aus den Coeffieienten der t-Gleichung zusammengesetzt 
sind; da nun alle geschlossenen Wege der Variabeln, welche Y,, ... Y„, y unver- 
ändert lassen, zwei und nur zwei Werthe von u erzeugen, so folgt zugleich, dass die 
beiden quadratischen Gleichungen identisch sein müssen, und es ist hiermit bewiesen, 
dass va, und u, Lösungen einer quadratischen Gleichung sind, deren Coeffieienten 
rational durch &, Y,, :.. Y„n, y d.h. durch die Coeffieienten der gegebenen Diffe- 
rentialgleiehung ausdrückbar sind, 

Ist endlich, wie in unserem Falle, «, = —u,, so muss die quadratische Glei- 
chung die Form haben 
„ = 00,17... Tu) 
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von höherem Grade als dem ersten wäre — im entgegengesetzten Falle 
wäre v, schon eine rationale Funetion von x, Y,, ... Y„, y und a, —: lassen 


wir dann in (53.) die Variable x einen geschlossenen Umkreis von der 
Art beschreiben, dass Y,, ... Y,, y und «, ihre Ausgangswerthe wieder an- 
nehmen, so wird 


un ! j 
(57.) 2, = u+ulogo,, 


worin « und ve, andere Lösungen ihrer resp. irreduetibeln Gleichungen sind, 


wiederum ein Integral der gegebenen Differentiaigleiehung sein, welches 
mit (53.) zusammengestellt mit Benutzung früherer Bezeichnungen 

- ) r / n 

(98.) 39%; a — 44 u,10g \ -; ) — W 


liefert. Da nun diese Gleichung wiederum feststellt, dass —- gleich einer 
1 
Constanten und zwar gleich einer w'“ Einheitswurzel ist, so wird die 
Substitution 
of = jf 


das Integral z, in die Form setzen 
u .; 
(539 \ u — 100 J 
ı)e . > Ze U ] 0 “ 
nei, fi u B 


worin V, einer mit Adjungirung von z, Y, ... Y„, 9%, a, irreduetibeln 
Gleichung von niederem Grade genügt als es e, that: geht man nun 
wiederum von der Gleichung (59.) aus, wendet auf diese eben dieselbe 
Schlussweise an, und fährt so fort, so kommt man endlich zur Integralform 


. Ma ö 
(60.) 2 = u+ r log W,, 


worin M eine ganze Zahl und W, einer linearen Gleichung des angegebenen 
Charakters genügt, also rational durch die Üoeffieienten der Ditferential- 
gleichung und den durch die Gleichung (56.) definirten Werth von x, aus- 
drückbar ist, somit die Form hat 


61) WM = Rs, Yu... Y.,W+ Fl, Ya Yasy)Volz, Ya. Yary). 


\ h i 


in welcher (2 und F rationale Funetionen bedeuten. Bemerkt man aber, 
dass, wenn man = einen solchen Umkreis machen lässt, dass Y. ... Y.. y 
ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, während «, in den anderen einzig 
möglichen Werth —w, übergeht, das Integral (60.) einen zweiten Inte- 
sralwerth 
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” u 
62.) 2, = w- Tr log W' 
liefert, und dass vermöge der aus (60.) und (62.) hervorgehenden Beziehung 
u ' 

2-3, =uW—-u-rlg(WW)=w 
ersichtlich ist, dass W.W’ eine constante Grösse sein muss, so ergiebt E| 
sich, dass die nach (61.) die Function W, definirende quadratische Gleichung 
die Form haben wird 

W’-22%&2,Y,..Y.,„)Wıte = 0, 


worin ec eine Constante und nach (61.) 





Y2@, Yu... We = Fa, Yu... Y,9)Vo@, Ya... Yu, 9) 


sein muss; es folgt zugleich, dass W, nicht rational durch x, Y,, ... Y,., % 





ausdrückbar sein kann, wenn «, es nicht ist, weil F=0 also 2= Ye und 
daher W, constant sein müsste. 

Da endlich in diesem Falle die Annahme nicht gemacht werden 
kann, dass alle algebraischen Integrale der redueirten Differentialgleichung 
rational durch die Coeffieienten der gegebenen Differentialgleichung aus- 
drückbar sind, weil «, selbst es nicht ist, so liefert die aus (60.) und (62.) 





Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 


hervorgehende Beziehung 
u" —ua— loge = w 
Fe 

allein die Möglichkeit, aus Eigenschaften des Integrales © auf die alge- \ 
braische Funetion « zu schliessen. ‚ 
r ® . . . . " & 
Fassen wir alle diese Resultate zusammen, so ergiebt sich der fol- H 
4 
sende Natz: 
n 


d” 


da’ 


- m—1- 
„+Y, T t+Y.2 = y 
ein aus x und dem Logarithmus einer algebraischen Function von x algebraisch 
zusammengeselztes Integral besitzt, so lässt sich dasselbe unter der Voraus- 
setzung, dass die redueirte Differentialgleichung kein aus x und dem Logarith- 
mus eines Zweiges des algebraischen Logarithmanden algebraisch zusammenge- 
setztes Integral hat, auf die Form bringen 

3, = u+mloge,, 
worin 


entweder u, und v, rationale Functionen der Coefficienten der Differential- 
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gleichung sind, und auch u denselben Charakter hat, wenn noch angenommen 


wird, dass die reducirte Differentialgleichung nur in den Coefficienten der 
gegebenen rational ausdrückbare Integrale hat, 

oder u, und v, genügen zwei irreductibeln quadratischen Gleichungen 
con der Form 

63.) s=wlz, Y...Y9, ı-228(&, Yo Im y)te=0, 
worin » und (2 zwei rationale Functionen, c eine Constante und v, eine 


rationale Function von z, Y,, ... Y„, y und u, ist, so dass die Form des 


Integrales 
(64, I: = u+Vo(z, Y,... Yn, y)log!2lz, Yı,... Yus Yy) 
\ | +F(z, Y,,... Y., Y)Vo(z, Yı,... Yu; y)} 


lautet, worin F wiederum eine rationale Function darstellt. In allen Fällen 
ist u, ein algebraisches Integral der redueirten Differentialgleichung. 
So hat die Differentialgleichung 


d’z _ı da 321 +2r7 
 tr®= gez = 4A al): =y 


dx 
das algebraisch-logarithmische Integral 
3, = H#log(1+2°), 


worin x? ein algebraisches Integral der redueirten Differentialgleichung 


d’z _, da no 
- - b . —— Zu () 
dx’ r® dx > 


ist, deren anderes Integral =’ lautet, und welches sich auch in die Form 
setzen lässt 
4zy(1+x)—3 da’y— day — 1 
u ee A di — ), 
2 (1— 4xy) 2(1— 4xy) 

so dass also in der früheren Bezeichnung sowohl «, als auch der Logarith- 
mand e, rational durch die Coeffieienten der Differentialgleichung ausdrück- 
bar sind. Ferner lautet ein algebraisch-logarithmisches Integral der Diffe- 
rentialgleichung 

d’z x(2’°—?2) di _. 2(3—2#*) 


| — 
- 73 = 
dx” | dx 2’? 


deren redueirte 
d’z x(2’—?2) ds 
da’ a’ —1 dx 
das algebraische Integral 
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und das transcendente, aber von Logarithmen freie Integral 


> 1 2 j I ii 
s = (e-1)/ e’ (a1) tde 
besitzt, 
sn au Ta wat ı 
3 = Ve’-1log(e+ Ve —1), 
hat also genau die oben als allgemein gültig gefundene Form (64.); ausser- 
dem ist auch 
377 Tapertz 
>», = —Ve’-llog(e—-Vr—]1) 
ein Integral derselben, und in diesem Falle 
x } Te ee Er 2 We u‘ 
3, a, = Ve—-llog(e+ Ve —-)(e- Ve—1) = 1V8-1.logl = 2knile—l. 
Dagegen wird eine lineare nicht homogene Differentialgleichung, 
deren redueirte Differentialgleichung auch logarithmische Integrale besitzt, 
Integrale ganz anderer Form haben können, wie z. B. die Differential- 


gleichung 


d’z dz 
1 1 E 1 -: — rt 1 
z- - +T — -- ai 3 = 3I A 
dx 3 dx I . . 


deren redueirte Gleichung die beiden Integrale 





s=e2° und z=z’logr 
besitzt, das algebraisch-logarithmische Integral hat 
3, = zlogr+z, 
welches also den oben gefundenen Formen nicht genügt. 
Sei nun das Integral der gegebenen Differentialgleichung (1.) von 
der Form 


\ 


65.) 2 = u+ulogo,+wlogo,, 

worin wiederum 2, %, %, ©, ®, algebraische Funetionen von x sein sollen, 
so dürfen wir zunächst die Annahme machen, dass zwischen den logarith- 
mischen Funetionen loge, und loge, nicht eine lineare Relation mit alge- 
braischen Coeffieienten stattfindet, da wir im entgegengesetzten Falle das 
Integral z, auf die früher behandelte Form zurückführen könnten; daher sind 
dann die algebraischen Funetionen «#, und a, algebraische Integrale der redu- 
eirten Differentialgleichung, zwischen denen offenbar wieder die Existenz 
einer linearen homogenen Beziehung mit ganzzahligen Coeffieienten ausge- 
schlossen werden darf, da die Relation 


ku+ko = U 
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den Ausdruck (65.) in 


r 
3, = ür log ( ) 


N 
überführen würde, welcher wiederum der schon behandelten Form der In- 
tegrale der Differentialgleichung (1.) angehört. 

Denken wir uns jetzt die algebraischen Funetionen =, w,. =, als 
Lösungen von mit Adjungirung der Grössen x, Y,.. ... Y,. y und e,, ®, 
irreduetibeln Gleichungen, und bilden eine algebraische Funetion f, durch 
welche sich «a, a, und , rational ausdrücken lassen, und welche selbst die 
Lösung einer mit Adjungirung von z, Y,. ... Y,, 9, t,, e, irreduetibeln 
Gleiehung ist; dann werden, wenn die #-Gleiehung nieht linear ist, offenbar 
zwei der Lösungen dieser Gleichung, wie wiederum aus wiederholt dage- 
wesenen Schlüssen erhellt. wenn noch e,. vr, zu den Fundamentalgrössen 


der irreduetibeln Gleichung hinzugenommen werden, die Integrale liefern 


2, Ho u,loee, + u,102 U; 
und 
2, = u + " log e,—+ TR log D.. 
woraus 
(66. 3,—3 = u —u+ (m —u)logr, + (5 —w)loge 7 


\‚vD., 
folgt, worin oo eine algebraische Funetion bedeutet, wenn wieder angenommen 
wird, dass die redueirte Differentialgleichung kein durch jene Logarithmen 
linear ausdrückbares Integral besitzt. Da aber ein linearer algebraischer 
Zusammenhang zwischen logr, und loge, ausgeschlossen war, so muss 
—=u und % =, sein, und da dies für jede Lösung der irreductibeln 
t-Gleichung der Fall sein müsste, so wären », und =, rationale symmetrische 
Funetionen dieser Lösungen, also rational durch die Coefficienten der #-Glei- 
chung d.h. durch x, Y,, ... Y.. y. e,. ve, darstellbar; i» der Form des 
Integrales (65.) sind also stets u, und u, durch die Coefficienten der gegebenen 
Differentialgleichung und die Logaritkmanden v, und e, rational ausdruückbar 


Da ferner aus (66.) W—-u=w folgt, so ergiebt sich wieder, dass, wenn die 


redncirte Differentialgleichung nur in x, Yı, :.. Yu» 9, ©. ©, rational aus- 
drückbare Integrale besitzt, u sich von « nur um eine in x, Y...... Y.. . 
°, c, rationale Function unterscheiden wird. was bekanntlich nieht anzeht: 
also wird auch « =u für jedes # sein, somit auch u rational durch x, Y;. ... } 
Y, cv, v, ausdrückbar. 

Fassen wir ferner in dem Integralausdrucke (65.) u, &,. v, als 


Journal für Mathematik Bd. NCIX. Heft 1. { 

























50 Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 





Lösungen algebraischer Gleichungen auf, welche mit Adjungirung von 
”, Yı. ... Y,.. 9, %, % Irreduetibel sind, bestimmen eine algebraische Func- 
tion £ als Lösung einer mit Adjungirung eben dieser Grössen irreduetibeln 
Gleichung, durch welche sich «, v,, ev, rational ausdrücken lassen, so er- 
halten wir die beiden Integrale 


i naar a a Sohn a le 
’ En 13° KERN au bean a RE a 
RENT BR EEE u 





2, = a +mloge, + mlogv,, ; 
2, = a+mloge, +w,logo,, : 
und daraus wieder ; 
(67 - — loo e' los v, — m ; 
(67. 2-3, =u—utrmlog—- +mlog = w, & 
) 2 5 
worin w ein algebraisches Integral der redueirten Differentialgleichung ist, 
von der angenommen wird, dass sie kein durch diese Logarithmen linear 
ausdrückbares Integral besitzt. Aus der Gleichung (67.) ergiebt sich aber 
nach den oben über logarithmische Gleichungen angestellten Betrachtungen, - 
! ! it 
® Ü, . ai . ; 
dass entweder — und 2 Constanten sein müssen, oder dass zwischen , ; 
r . E- 
/ 2 & 
i En ; ER ä 
und @, eine homogene lineare Gleichung mit ganzzahligen Coeffieienten g 
’J j ® 
besteht: nun war aber diese letzte Annahme von vornherein auszuschliessen, E 
weil sie die Integralform (65.) auf einen Logarithmus zurückführen lässt, 2 
f ‚ X 
22 Ü Ü, as . Ye 2 
und die Annahme, dass — und — constante Grössen sind, führt nach eben- ; 
v d, 5 
falls früher gemachten Auseinandersetzungen, da die constanten Grössen der i 
Eigenschaft irreduetibler Gleichungen gemäss Einheitswurzeln sein müssen, f 
auf die Beschaffenheit der ve-Gleichungen, nur ganze Potenzen einer ganz- | 
zahligen Potenz ©“ zu enthalten, wenn jene Einheitswurzel eine «'° war; setzt : 
man daher i 
Pi u  E i 
| 5 
SO eeht (69.) ın ; 
‚po BE” . u, r a 
(68) 2 = u+—logV,+—2logP; 4 
ur HM, 3 
über, worin V, und F, durch mit Adjungirung von x, Y,, ... Y., Y, 4, % 2 
irreduetible Gleichungen niederen Grades definirt sind, als es e®, resp. ®, & 
waren ®),. Legt man nunmehr die Form des Integrales (68.) zu Grunde E 
*) Ist jenes constante Verhältniss eine erste Einheitswurzel, so dass ev, =», y 
vo, = v,, so wähle man einen anderen Werth von ?; und finden diese Gleichheiten für 4 


jedes / statt, so sind ©, und v, als rationale symmetrische Funetionen aller Lösungen 
der {-Gleiehung rational dureh die Coeffieienten dieser Gleichung, also rational durch 
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und verfährt mit diesem gerade so wie mit dem vorgelegten, so kann man 
durch Fortsetzung dieser Operation das Integral (65.) auf die Form redueiren 


u 
I 


BB) u. = ut Y 


, „ r 
loc W, + m log W.. 


worin M, und NM, ganze Zahlen, W, und W, Auflösungen zweier linearen 
Gleichungen also rational durch =, Y,. ... Y,. y. ”. ©, ausdrückbar sind, 
und u offenbar dieselbe Eigenschaft hat, wenn wiederum angenommen wird, 
dass die reducirte Differentialgleichung nur in x, Y,. ... Y,„. Yy., u. «, ralional 
ausdrückbare algebraische Integrale besitzt, wie aus der aus (69.) unmittelbar 
folgenden Beziehung 
u—-u—= w 

hervorgeht. 

Fassen wir endlich in dem Integrale (65.) die algebraischen Fune- 
tionen a, “,, ve, als Lösungen algebraischer Gleichungen auf, welche mit 
Adjungirung von #, Y,, ... Y„, Y. ®@,. ve, irreduetibel sein sollen, denken 
uns wieder diese Grössen rational durch eine algebraische Function  aus- 


gedrückt, deren Definitionsgleiehung mit Adjungirung derselben Grössen 
irreduetibel ist, so werden sich aus wiederholt angegebenen Gründen wiederum 
zweien Lösungen der #-Gleichung entsprechend zwei Integrale der Differential- 


sleichung ergeben 


2, = u+mloge,+wlogv;, 
a, = u+uloge, +mlogr;, 


und hieraus wiederum 

0) 23-3 =wW-u+rmloge, -uloge, = uw, 
worin ®» ein algebraisches Integral der redueirten Differentialgleichun 
bedeutet. 


ır 
12 


Die Gleichung (70.) ist aber genau die frühere Gleichung (55.), und 
wir können daher, indem ich auf die für jene gemachten Auseinander- 
setzungen verweise, schliessen, dass sich das Integral (65.) entweder auf 
die Form bringen lässt 


TUN er u, - W Pa 
(1) 2 = u47 log W,+ w,logv,, 


worin x, und W, rationale Functionen von x, Y,. ... Y,. Y. %. v, sind, 


we 2P Y„, 9 u,, a, ausdrückbar; ist nun vo, = v,, während ve’, von v, verschieden 
ist, so muss offenbar ebenfalls das Verhältniss constant, also eine Einheitswurzel sein, 
und sich somit eine Erniedrigung des Grades der v,-Gleichung ergeben. 


-., 


N rs 








52 Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 


während x wiederum unter jener beschränkenden Annahme für die alge- 
braischen Integrale der redueirten Differentialgleichung ebenfalls eine ratio- 
nale Function jener Grössen wird, oder es wird wie oben 
u = WE, Yı,-- Yu, 9) m —-202l, Yı,.- Yo u, un) te=(0, 
2, = u+lw(e, ARE 5 Y, U,. v,)l0g 12a, Yırce- Ins Y> Ur, 92) 
ER. Vu DRS EREEN 
Indem wir genau dieselben Folgerungen für «, und v,, als Functionen 
von a, Y, ... Y,, Y, %, ©, aufgefasst, herleiten, gelangen wir durch Zu- 
sammenfassung der gewonnenen Resultate und durch unmittelbare Ueber- 
tragung derselben auf Integrale von linearen nicht homogenen Differential- 
gleichungen mit beliebig vielen logarithmischen Transcendenten zu dem 
folgenden allgemeinen Satze: 
Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 
d”z "rad 


+h de" 1 1; Y„2 5 Y 


de" 


ein aus x und o algebraisch von einander unabhängigen Logarithmen alge- 
braischer Functionen algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so lässt 
sich dasselbe unter der Vorausselzung, dass die reducirte homogene Dijferential- 
gleichung kein aus x und den Logarilhmen von Zweigen jener algebraischen 
Logarithmanden algebraisch zusammengesetztes Integral hat, auf die Form 
bringen 
3, = urn logo,+wloge,+---+u,loge,, 

worin 

l. 0, a, ... a, durch die Coefficienten der gegebenen Differential- 
gleichung und die Logarithmanden v,, v., ... ®,, 
II. die Logarithmanden v,, v,. ... v, durch die Coefficienten der Diffe- 


renlialgleichung und u,, %, ... a, rational ausdrückbar sind, 


ferner 
Illa. entweder u,, v, rationale Functionen der Coefficienten der Differen- 
tialgleichung und der Grössen u, %ıy ++: U, 13 Os Mayıs Pazın 9er U, ®, Sind, 


lllb. oder u, 


,‚v, zwei irreductibeln quadratischen Gleichungen 
= we T Ye a 


Ü, 242 T, Y,. ht Bi Y; U, ©, us Hu Ü 1 U u 1} ®, a: Ziele U,> v,)o.te - V 


genügen, worin & und 2 rationale Functionen sind und c eine Constante ist, 


so dass die Form des Integrales lautet 
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2; pe (1 7 } or, F ... u J, U. Us ... U. 14 Ö_ - ] 9 U N |» Ü a #+» Us v,)log 12 L, ... Hs Ö, 


nn “u i 


F( » f “ j | 
DL, H,O) IDOL, +. U,, d%,)|: 


wenn F wiederum eine rationale Function von x, Yı, ».. Yus Y> Ur On anı Ua-ı, 
Cu, Marız Parıyz «++ U,, ©, bedeutet. In allen Fällen sind u,, u,, ... u, alge- 
braische Integrale der reducirıen homogenen Differentialgleichung, und die alge- 
braische Function u ist 

IV. wenn die redueirte Differentialgleichung nur solche algebraischen 
Integrale besitzt, welche in #, Y,. ... Yu> Y, Un Car... Be, Ey se Fans 
YA or OF eo Es 5 U 0 ii Or Ya Barın 
Darıı ver Us ©, rational ausdrückbar sind, eine rationale Function dieser resp. 
Grössen. 

Es wird nicht überflüssig sein, den eben ausgesprochenen Satz an 
zwei verschiedenartigen Beispielen zu erläutern. 

Die Differentialgleiehung 


d’z a! ds r? FE. | ' | 
d.ı’ 2 da 2. 2@’—1) Yo er 


deren redueirte Differentialgleichung 


d’z zz da : 0) 
dı? Bent "9 


die Integrale 
= mi = 
besitzt, hat das algebraisch-logarithmische Integral 
2, = zlog(r + Ya’ 1)+r:logr; 


in der That sind in diesem Falle die nothwendigen Bedingungen I. erfüllt, 
weil, wenn 


ce’ —3 1 2 
> - a ne 8 s 
(2 —1) Yo?—i - Va / 
.‚d = c+Vle—1, ı N 
vesetzt wird, 
' 1 x’ - ) l 
.) .—_ ‘ 2 B; Y 
- eV’: 2(z—I)r —ıa 
ist; ferner II., weil 
x’ —3 1 ‚+ 
SYZCRRE ee tr 
(2 —1) ve—1 = #7 00 


endlich IIla. wegen der eben hingeschriebenen Beziehungen; in der 
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Satze geforderten Bedingungen erfüllt, sondern es sind, wie man sogleich 
sieht, #,, ©, %, ©, auch rationale Functionen der Coefficienten der Diffe- 
rentialgleichung, indem durch Quadrirung der beiden letzten Beziehungen sich 
z+VYa’—1 und x’ als rationale Functionen von z und y ergeben. 
Sei ferner die Differentialgleichung zweiter Ordnung gegeben 
d’z z=i ds N JE es Ser En. © 1 _l+3R) 
2 (2-1) Yvar-ı '° ad 2’)? 2? 


deren redueirte wieder die algebraischen Integrale 


— — 


dx’ 2 dx 


1 
u, —) T, U, ee 


besitzt, so hat ein Integral derselben die Form 


5 1 1 
3, = zlog(e+V/e°-1)+r’log(1+4 2°), 
und man sieht leicht, dass, wenn wieder 


‘ 


=’—3 1 «3 (1+3x 5) 


5 2 > A a u U. 
22 —1) ya-i1 |!’ ali+al)e J 


l 


vs =c+H/e—-l, %»=1-+2? 
gesetzt wird, die Bedingung I. erfüllt wird, indem 


3 | ı (,-1)(@8v,— 2) 


x"- 
2(2’—1) v, a u. Pr e: e — Y 


52) 
. 


ist; ferner die Bedingung Il., weil nach der obigen Relation 


x’--3 1... etliai) 
ITIeN) Ve 3  T8 Ara 


und somit 


[ x’ —3 1 ara + Jar") | — 


Il: = 0 


37H 55 g - 
0=0,1,2 u 2(e—1) Ver— 1 er (1 +arıd)?u, 


ist, wenn « die primitive dritte Einheitswurzel bedeutet; und diese Glei- 

chung liefert Yx’—1 als rationale Funetion von x, y, «,; ausserdem ergiebt 
sich, wenn 

1 46 

) — p4gattraf, 

xz(1-+2°) 

gesetzt wird, worin p, q, r rationale Funetionen von z sind, 


Zn | x f E 2 
- 7 = WU+D-+ (E°’+-rT’ 
2(2’—1) a —1 u di ae 


liegenden Differentialgleichung sind aber nicht bloss jene im allgemeinen 
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oder durch Quadrirung 


(p? 3} 
ri J) Pr, N ) fa } ni ) R 2 
177: 1); —((ny+p)+2gre Zw y-+p)+ralaö+l2rnytp)+g a 


oder endlich durch nochmalige Quadrirung 
i x(2’—3)’ r/ \219 iz |“ [9 \yg ge 
A 1): I Yyrp)+ zqra E24 \WYTP)rr El ZzrnYrPp)rq |T 


= eldr(wy+p)+g | +27 (wy+p)+rz)e, 


und aus den beiden letzten Gleichungen folet x’ also auch « I+ x’ als 
rationale Function von x, y und », so dass II. erfüllt ist. Ferner wird 
wiederum Illa. genügt, weil 

2’ —-3 | z'(1 +38) 

2@’-1) va IT, Ara 
und 2=v—1 ist. Auch hier sind, wie man leicht sieht, «,, e,, «,, e, sogar 
durch z und y rational ausdrückbar; ein Beispiel für den Fall IIIb. ist 
bereits oben bei der Integralform eines Logarithmus angeführt worden. 

Wir gehen nunmehr wieder zu der Form des Integrales 

(12.) z, = a+u,loge, + loge, 
zurück und wollen untersuchen, ob sich nicht auch Folgerungen für die 
Art der Ausdrückbarkeit der in demselben vorkommenden algebraischen 
Funetionen durch die Coefficienten der Differentialgleiehung allein ergeben. 
L.assen wir nämlich x einen geschlossenen Umlauf von der Art beschreiben. 
dass Y,, ... Y„, y Ihre früheren Werthe wieder annehmen, so wird sich 
ein zweites Integral 


3) 2a = “+uloge, +wloge; 
ergeben, das wiederum, mit z, zusammengestellt, 
4.) ,—3, =u—ua+t u, loge, —u,loge, -loge;, — u,logr, = w 


oder, wenn die nach der für die redueirte Differentialgleiehung gemachten 
Annahme algebraische Funetion 
ve—-u+tu W 
vesetzt wird. 
(15.) u, loge, — u, log cv, + wloge, - u, loge, — W 
liefert, und an diese Gleichung sollen sich die weiteren Betrachtungen 
knüpfen. Da aus (75.) nach der oben ausgeführten Untersuchung 


(16.) k' u wu ki, U, -- k. TR _ k. %. = U 
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folgt, worin %k,, k,, k,, k, ganze Zahlen bedeuten, und wir %, von Null ver- 
schieden annehmen dürfen, indem wir uns alle Funetionen der Gleichung 
(75.) als Functionen von », ausgedrückt denken können, so ergiebt sich 
k' " k 
' ! D) 
mn = — mt uF+ U 
2 k'. 1 F h' 17T k', ? 


und in Folge dessen aus 


(75.) 
«log |- Fe =" log | u = W 


‚Kl | lu 


oder 
nk, Bi / 
ee k a“ u, og 7“ ' — le) 7 | — %,W. 


Wir behaupten nun, dass im Allgemeinen für einen Umlauf des x, 
welcher Y,, Y;, ... Y,„, y unverändert lässt, aber einmal einen Verzwei- 
eungspunkt von a, umkreist, d.h. welcher die Lösung «, der diese Func- 
tion definirenden, mit Adjungirung von z, Y,. ... Y,., y irreductibeln Glei- 
chung in eine andere überführt, der dritte Logarithmand der Gleichung (77.) 


variabel sein muss. Denn würde 
| „R, 
(8.) ı- =c 


iR: 
eine eonstante Grösse, so bestände zwischen ganzzahligen Potenzen von 
Lösungen einer irreduetibeln Gleichung ein eonstantes Verhältniss, was nur 
der Fall sein kann, wenn %=#, oder = —k, ist”). In diesem Falle 


*) Sei nämlich die irreductible Gleichung gegeben 
(a) ++AsFTr + As+ÄA = 0, 


in weleher A,, A,, ... A, Funetionen von z Ru und 
BT 
(#.) ec, oder cr, 
s\ . ’ 


worin « und v» ganze Zahlen und c eine Constante bedeutet, so lasse man x einen 
Umkreis beschreiben von der Art, dass s, in s,, also s, in eine andere Lösung s, über- 
geht, sodann denselben Umkreis, welcher s, in s, und s, In s, überführt, und lasse 
eben diesen Umkreis die Variable x so oft “wiederholen, bis man wieder auf s, ge- 


führt wird — zu einem anderen bereits dagewesenen s kann man nicht geführt w erden, 
bevor man auf s, stösst, weil, wenn der Öyklus z. B. lauten würde 

Ss, S, S, 5. 

u B 
derselbe Umlauf des x sowohl s, als auch s; zu führen würde, also in s, sonst 


verschiedene Werthe der Funetion zusammenfallen une, was immer ausgeschlossen 
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wird aber 
entweder » = cv, oder ©, = 6, 


werden kann, weil wir als willkürlichen Ausgangswerth für x keinen mehrfachen 
Punkt der Function zu wählen brauchen. Es werden sich somit aus (?.) die Glei- 
chungen ergeben 


1 I 
ei = 00° oder 8, =cHst, 
1 ’ l p 
u = 687 s.,=cfst =cHh MsM, 
1 > 1 ) I v\ 
Bu 
si=cs, s,=c#Hst ze MH „ M ) ’ 
1 V f — ( ) | 
Li id 0 [77 
s” — ( er B, == C [77 Ben —— 000 za [7 $ 
1 \e 
u 2 . u» : ) 
gs" == cc . =ce u un gr 
°, Ar L u I, 
und hieraus 
} u 
(Fi 
’y 0 
( 1 ä 1 N dA 
( Ss ir ) =— 
(Y) 8; E- 
oder 
$ mn er 
w. na “ 
d.h. es wäre s, eine Constante, was nicht mit der Irreduetibilität von («.) verträglich 
ist — nur dann wäre dieser Schluss unrichtig, wenn @« = v oder wenn « = —v und 


o gerade, weil dann s, aus (y.) verschwindet. Wenn « =» ist, dann wird das Verhält- 
niss der beiden L ösungen eonstant, also bekanntlich gleie h einer Einheitswurzel, und der 
Grad der Gleiehung somit durch Einführung der entsprechenden Potenz der Variabeln 
redueirbar; ist « = —v, so ist das Product der beiden Lösungen constant, also s,s, = c; 


lässt man nun in der letzten Gleichung x einen solehen U mlauf machen. dass s. in s 


übergeht, so wird, wenn aus s, s, wird, die unverändert bleibende algebraische Re- 


lation = lauten, und daher durch Division s, = s, sich ergeben, was nicht sein 
darf; also wird der Umlauf, weleher s, in s, überführt, zugleich s, in s, überführen 
müssen, und da aus der obigen Relation auch s,s, = c folgt, so gilt dasselbe auch 


für s, und s,, d.h. es gilt für je zwei Lösunge »n der irreduetibeln ( rtleichung, welche 
nothwendig von paarem Grade sein muss. Wir können aber auch im letzteren Falle 
die constante Beziehung zwischen je zwei Lösungen der Gleichung leicht durch eine 
Eigenschaft der Coeffieienten der Gleichung ausdrücken, indem, wenn A = 2g gesetzt 


c i EN 
wird, wegen s, = — aus den beiden Gleiehungen 
s 
4 
En vn +A,si0"° + +. A2,—28] + A2,- 19, +4, == U), 
se u - mr esie-1 a er 4 ER 2 078°’ + 1 eo—ig ER ce? — f) 
| A, r de r Ar, IT Ae ER 
wegen der BSREN ten Irreduetibilität der s-Gleichung 
1 A Aue A> 
As. = —— A,—ı — Bü KEN Er. 2 Eon mens c° A = . C 
” Ar : R As, > , A:, k A 2o 
oder 


Ar,=, Anm Ac, Anm, ... Ayım= AG mA, 
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worin ec, und ec, Constante bedeuten, d.h. 
entweder log®, = log», +loge, oder loge,; = — logv,+log e;; 
ferner ist aber aus der Gleichung (77.) sofort zu sehen, dass in dem Falle, 
in welchem der dritte Logarithmand constant ist, auch die beiden ersten 
Logarithmanden es sein müssen, weil sich sonst vermöge der Periodieitäts- 

moduln der Logarithmen eine Beziehung von der Form 
Kıu—-K,u = 0 
ergeben würde, und wie früher auseinandergesetzt worden, ein rationales 


folgt, und daher die Gleichung («.) selbst die Form annimmt 
STHA ST HA, +e + Ast A, + Act i+A,207t? ++ A, ce is+c? = 0 
oder dureh Division mit s® 


E +( - )| +4, |: + - 7% 4- A, [+ ( - Ei er. 





setzt man endlieh hierin 


also 


+ ( = = —2e, 


so wird, weil allgemein 


[+9 ]e+ 5] = [er +)" Tree] 
+) 


eine ganze rationale Funetion m‘ Grades von t, und die obige Gleichung geht somit 
über in 

[+ Bte=!"+ Be? ++ B,—t+B, = 0, 
worin die Grössen B ganze lineare Functionen der A sind. Es lässt sich also der 
Grad der Gleichung («.) in diesem Falle auf die Hälfte desselben durch Einführung 


der irrationalen Substitution s+ 2 = t erniedrigen. Wir erhalten daher den folgen- 


den Satz: 

In einer irreductibeln Gleichung mit variabeln Coefficienten können nur dann zwei 
ganzzahlige Potenzen zweier Lösungen derselben in einem constanten Verhältnisse stehen, 
wenn die Potenzsexponenten absolut genommen einander gleich sind; sind sie selbst ein- 
ander gleich, so ist das constante Verhältniss der beiden Lösungen eine w'° Einheitswurzel, 
und die Gleichung kann durch Substitution einer neuen Variabeln für die u” Potenz der 
ursprünglichen in eine irreductible von einem Grade, der der u‘ Theil des früheren ist, 
verwandelt werden; sind die Exponenten jedoch absolut genommen gleich aber dem Zeichen 
nach entgegengesetzt, so dass das Product der Lösungen constant ist, so wird stets die 
Gleichung durch eine in der ursprünglichen Variabeln quadratische in der neuen Variabeln 
lineare Substitution auf eine andere reducirt werden können, deren Grad die Hälfte des 
früheren ist, 
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Verhältniss von x; und x, nothwendig erfordert, dass «, = u, oder u, = —u, 
ist, was, wenn wir den Fall ausschliessen *), dass jener Verzweigungspunkt 
von a, den wir umkreisten, ein einfacher ist, nieht stattfinden kann. 
Ist aber 


eK: pi 
pr =(ÜU und u 
N 2 1 r ri 
so folgt 
„ıR 
] in h E 
0, 


wo K wiederum eonstant, also 4, = +4,. und somit auch 
entweder loge, = loge,+loga, oder loge, = —loge,+loga 
Es geht daher das zweite Integral (73.) in 


2, = Uta, logr, +wloge;,, 


5 A 
und die ‚Differenz zwischen den beiden Integralen (72.) und (73.) in 

3, -» = UÜ+(u+wu)loge, + (+ w)loge, = w 
über, so dass sich, da zwischen loge, und loge, keine lineare Beziehung 
bestehen darf, = tu. = +, ergiebt: schliessen wir nun wiederum 
den Fall aus, dass sich in dem betrachteten Verzweigungspunkte von «, nur 
zwei Zweige mit den entgegengesetzten Werthen vereinigen, so folgt, dass, 
wenn man x um irgend einen Verzweigungspunkt von «, einen solchen ge- 
schlossenen Umlauf beschreiben lässt, dass Y,. ... Y,, y ihre Ausgangswerthe 
wieder annehmen, nothwendig, wenn jener Verzweigungspunkt nicht ein 
einfacher mit entgegengesetzten Werthen der beiden Zweige ist, der dritte 
Logarithmand der Gleichung (77.) variabel sein muss. 

Nur dann würde der eben gezogene Schluss hinfällig, wenn die 
Function a, gar keine Verzweigungspunkte hätte d.h. rational durch x, 
Y.. ... Y,, y ausdrückbar wäre, oder nur einfache Verzweigungspunkte, 
in welchen sich entgegengesetzte Werthe der Funetion vereinigen. Dann 
wäre aber, wie unmittelbar zu sehen, «, eine eindeutige Funetion, oder 

u wet... 1), 
worin & eine rationale Funetion bedeutet. 
Ist aber nun der dritte Logarithmand der Gleichung (77.) variabel, 


*) Dieser Fall wird nachher berücksichtigt werden. 
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so muss es auch der erste sein; denn wäre dieser constant, so ergäbe sich 
wieder vermöge des Periodieitätsmoduls der Logarithmen die rationale ganz- 
zahlige Beziehung 
ut = (0, 

welche von vornherein ausgeschlossen war, und es liefert daher die Glei- 
chung (77.) eine Beziehung von der Form 

I) Tu -ıumıw = 0, 
worin wir L4, also auch Z von Null verschieden annehmen dürfen. Stellt 
man nun (76.) mit (79.) zusammen, so ergiebt sich 

(0) = t9%, %= 0% + 0:%, 


worin 0, 0, 9, o, rationale Zahlen bedeuten. 


Lassen wir nun die Variable ze noch einmal denselben Umlauf 


machen, so werden sich die den Gleichungen (80.) entsprechenden Bezie- 
hungen ergeben r | | . | | 

(81.) u. = 0m +9, % = 0,%+ 0,4, 
und aus (80.) und (81.) 

(2) wemumtmu, % =m,W-+m,U,, 

. ' . r - R Pr 
worin m,, m,, m,, m, rationale Zahlen bedeuten, und es hat somit «, — und 
dasselbe können wir von a, aussagen — die Eigenschaft, dass in der das- 
selbe definirenden, mit Adjungirung von x, Yı, ... Y,, 9 irreduetibeln 
Gleichung in jedem ihrer mehr als einfachen Verzweigungspunkte je drei 
Lösungen, welche auf einander folgende Elemente je eines Cyklus sind, zu 
Oo I © . }) 

einander in homogener linearer Relation mit rationalen Coefficienten stehen *). 


*) Es mögen an dieser Stelle einige Worte über die Entwickelung soleher Func- 
tionen, welche für drei Elemente eines Cyklus eine homogene lineare Relation ihrer 
Zweige liefern, hinzugefügt werden, die, wie sogleich zu sehen, auf den Fall der 
linearen Beziehung von n Elementen unmittelbar übertrag cen werden können, und die 
wir später bei der Untersuchung der Integrale, in welche höhere- Transcendenten 
eintreten und welche mit der complexen Multiplieation der Abelschen Integrale zu- 
sammenhängen, brauchen werden. 

Sei @ der Verzw eigungspunkt des Cyklus, und sei die Entwickelung von «, 
in der Umgebung von « 


m—1 


(1.) 2: Biene = 9+%, (@-aj” +%, @-e)” E ++ +Yn-ı(r—a) " 
worin %, Wy ++ Ym-ı nach ganzen Potenzen von z—a er für die Um- 
gebung von « gültige Reihen sind, er wird 
m—1 


(2.) u‘ — Y, -H Eewy, (2— DE m 12? w. „(2 a)” + AR + er—iyy, (0) " , 


m—1 


3) WW" = w+tey(e— a" Hey, (@—a)" +. tenDy,_ le)", 
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Nachdem nun die Beschaffenheit der Fun 


stellt worden, bestimmt der oben allgemein bewie 


kb an a Bedun 2r laä Lan aA a a Br a 
HER: BETEN LERNENS TECHN PTS, Iran SR r ’ ERS 











. u on en . 002 | | 
worin & die primitive m‘ Einheitswurzel cos + isin bedeutet. Soll nun zwi- 
m m 
schen den drei zu einem Cyklus gehörigen auf einander folgenden Lösungen «,, w', 
u eine homogene lineare Relation von der Form 
(4) au-+tam+ta'u — 0 
bestehen, so muss nach (1.), (2.), (3 ) lie Beziehung befriedigt werden 
3 N er m 
: 5.) l(a,+ta' +a)y,+(a, +ale+ae)w (ze— ea)” + 
. | - (a, ta e” 1] a, mE Um ılc— x) () 
: Da aber aus einer Beziehung 
4 
! (6.) A,+4A,(2—a)” +A,(2—- a)” +. -+A„_ı(2—e) — (0 
ä durch Umkreisung von « sich die Gleichungen ergeben 
? m ; fm \m n—1/f nm j 
: A, + A a u A,e (a u. + Au 10" (T—e@) () 
H (T.) 
; > 
z A +. 4 ‚em-I(2— ae)” +4, ul — a)” cs “ A. ‚gi! )(m—] (x nie (), 
: und aus (6.) und (7.), da die Determinante 
| urn l ] 
i le E gr 
3 er # &* e(m—1) 
; 
1 gm—] g’(m—1) gt’ l)(m—1) 
; von Null verschieden ist, 
y A, = A, — A, pm — A. =>] — () 
folgt, so werden nach (5.) die Beziehungen bestehen 
H (a, + a‘ - a.) =— 
n (a+ act Hau I ° 
& /QO i ! 2 4; zZ 4\ m 
\ (8.) (a+ ade+ ae), —=—, 
Ä (a, +a el a Em 1))y, et v), 
3 





Es ist sofort ersichtlich, dass höchstens zwei der 
von Null verschieden sein können; denn im entzegenge 
stens drei Gleichungen der Form bestehen 


ERS ge 


a+taeı tan — (, 
N ! ar i 2; 2r. on 

a ra, ec: ra,E VÖ, 

a, +ales-ta/'e”; == () 
E worin r,, r,, r, verschiedene Zahlen aus der Reihe 0, 1, 2, ... m—1 bedeuten, was 
Be . 1 „2 3 . . 
R nicht möglich ist, da die Determinante 
r l ea 
; 1 er ern (en — er )(E" a (ers — er), 
£ ln er 





in welcher & eine primitive m‘ Einheitswurzel sein sollte, 
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etionen %, und festge- 


sene Satz, dass ve, und ®, 


Funetionen w.. 7 
setzten Falle müssten minde- 


w b uU) 


nieht versehwinden kann — 
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r 


sich mit Hülfe von x, Yı, ... Y,, %, %, a, rational ausdrücken lassen, und 
fassen wir nunmehr alle die erhaltenen Resultate zusammen, die sich un- 
mittelbar auf Integrale ausdehnen lassen, welche eine beliebige Anzahl 
logarithmischer Transcendenten enthalten, so ergiebt sich der folgende Satz: 
Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 


drz d" —1 p 
— Y, } 


.+ Bee 
de” Y S Yy 


der! + m 


ein aus x und Logarithmen algebraischer Functionen von x algebraisch zu- 
sammengesetztes Integral besitzt, so lässt sich dasselbe unter der Voraussetzung, 
dass die redueirte Differentialgleichung kein aus x und den Logarithmen von 


Zweigen der algebraischen Logarithmanden algebraisch zusammengesetztes In- 


hieraus folgt, dass vermöge der Gleichung (8.) höchstens zwei der w-Funetionen von 
Null verschieden sein können, und somit in der Umgebung eines beliebigen Verzwei- 
gungspunktes @ die Function «, die Entwickelung haben muss 


9) u = w(@—-a)" +Y(2—a)", 
worin w, und %,, in der Umgebung von « gültige, nach ganzen Potenzen von z—« 
fortschreitende Reihen bedeuten. Daraus er giebt sich aber die zwischen je drei Werthen 
eines Cyklus bestehende lineare homogene” Relation, da aus (9.) noch die beiden Be- 
ziehungen folgen 
r 
| w' BE Erw, (z—a)" + erw, e-0)", 
(10.) nn 
la’ = Ee1W,(2—a)”" +E”:W,, (me) 
aus denen, wie man unmittelbar erkennt, folgt, dass 


(11) W(r +Ee)uU +eeru, = 0 
ist. Durch eine solche Beziehung zwischen je drei auf einander folgenden, zu einem 
Cyklus gehörenden Zweigen der «-Function ist dieselbe charakterisirt und zwar so, 
wie oben für den Fall, dass zwischen zwei zu einem Cyklus gehörigen Zweigen eine 
homogene lineare Relation besteht, welehe bekanntlich für den Quotienten der beiden 
Funetionalwerthe eine Einheitswurzel liefert. Sollen nun, wie es oben in der Glei- 
chung (82.) der Fall ist, die Coeffieienten der linearen Relation rationale Zahlen 
sein, so werden "+" und © +8” rational sein müssen; ist also m d.h. die rap 
der Windungen um den betrachteten Verzweigungspunkt herum eine Primzahl, 
wird © +8 nur dann eine rationale Zahl sein können, wenn m =3, also r, = 1. 
r, =2 ist, und somit die Gleichung (11.) in 
u +u, +u = 
übergeht, wobei «, um den dreifachen Windung nn herum die Entwickelung hat 
Ber v(@—e)'+w,(z—a)}, 
und dasselbe würde für jeden Verzweigungspunkt von u, gelten, — die Functionen «, 


und », können also, wenn sie überhaupt nur Verzweigungspunkte von einer Primzahl 
von W indungen besitzen, nur Windungspunkte zweiter und dritter Ordnung haben. 
3 





Es ist klar, dass Formen wie «, = Yo(z, Y,,... Y„,y), worin » eine rationale Func- 
tion ist, den Bedingungen genügen. 
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tegral besitzt, auf die Form bringen 


3, = uruloge,+mloge,+-.-+u,loge,, 
worin 
entweder u,, Ur, .».. U, % © ... ©, sämmtlich rationale Functionen der 


Coefficienten der Differentialgleichung sind, und auch u denselben Charakter 
hat, wenn noch angenommen wird, dass die redueirte Differentialgleichung nur 
in den Coefficienten der gegebenen rational ausdrückbare Integrale hat, 

oder es sind einige der u, mit den zugehörigen v, rationale Functionen 
der Coefficienten, während die übrigen irreduclibeln quadratischen Gleichungen 
von der Form 


(83.) u, = W, (x, A ... E Yy). u: 22, x. Hi; ee u y) v,+te=0 


genügen, worin c eine Constante, w, und 2, rationale Functionen der Grössen 


2, Yı. ::: Y., y von der Art bedeuten, dass 


Al Yır-.. Ym, ec Eu u 
Br - - — F T, } jy +.» n U)» 
/ 7 ' ’ o. 
RD, I... Ins) 
worin F eine rationale Function vorstellt, 
oder endlich — und dies ist der allgemeine Fall, in welchem auch die 
früheren enthalten sind — es genügen u,, u,, ... u, mit Adjungirung der Coef- 


ficienten der Differentialgleichung irreductibeln algebraischen Gleichungen von der 
Art, dass um jeden Verzweigungspunkt derselben zwischen 0-41 Elementen eines 
Cyklus ein homogener linearer Zusammenhang 


(84.) ce, ut c, u.+ ec. + 4 ci) u) — () ai 
besteht, in welchem c,, c,., ... ec’ ganze Zahlen bedeuten, während v,, v.. ... ®, 


sich mit Hülfe der Coefficienten der Differentialgleichung rational durch u,. 
Un... u, ausdrücken lassen. 

In allen Fällen sind u,, u. ... u, particuläre algebraische Integrale der 
redueirten Differentialgleichung. 

Nachdem die Frage der rein logarithmischen Integrale der nicht ho- 
mogenen linearen Differentialgleichungen erledigt worden, gehen wir jetzt 
zur Behandlung der Transcendenten über, welche Quadraturen höherer 





*) Wie die Coeffieienten dieser linearen homogenen Relation sich aus den Ein- 
heitswurzeln zusammensetzen, geht aus der vorigen Anmerkung hervor, und man wird 
wie dort unmittelbar schliessen können, dass für drei Logarithmen die Funetionen 
4,, %,, 4, wenn sie nur Verzweigungspunkte von einer Primzahl von Windungen 
haben, höchstens Windungspunkte fünfter Ordnung haben dürfen u. s. w. 
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Ordnung sind und eben solchen Differentialgleichungen Genüge leisten. 


Es war oben, bevor wir in die eigentliche Untersuchung eintraten, die 
Beschaffenheit einer logarithmischen Gleichung von der Form 
(85.) wloge,+wlogu;+-+u,loge, = w 

untersucht und zunächst gefunden worden, dass, wenn %,, %, ... , Constanten 
sind, welche mit «a, @, ... a, bezeichnet wurden, © nothwendig auch eine 
Uonstante sein muss; es ist selbstverständlich, dass der analoge Satz nicht 
allgemein für Abelsche Integrale gelten wird, indem eine Relation der 
Form 


(86.) af'f (s, w,)ds+a, f "pl, w,)ds+'+@, IRIAG w,)ds = w, 


in welcher fi, fa - - . f, rationale Funetionen, ®,, @,,... ww, algebraische Irratio- 
nalitäten von s, und 5, 8, ... s, algebraische Funetionen von x bedeuten, 
auch für variable ©» bestehen kann, wie dies z. B. beim Abelschen 'T'heo- 
rem für Integrale zweiter Gattung mit derselben Irrationalität der Fall ist. 
Sind aber die Integrale der Gleichung (56.) sämmtlich Integrale erster Gat- 
lung, so muss w offenbar eine Constante sein; denn wäre w eine algebraische 
Funetion von z, so würde dieselbe für irgend ein x unendlich werden, 
während die linke Seite als eine Summe von mit Constanten multiplieirten 
Integralen erster Gattung stets endlich bleibt. Aus der logarithmischen 
Beziehung (85.) war vermöge der Periodieität des Logarithmus eine homo- 
gene lineare Relation zwischen den Grössen a,, @,, ... a, gefolgert und hieraus 
wiederum, wenn angenommen wurde, dass nicht schon zwischen weniger 
als jenen oe Logarithmen eine algebraische Beziehung bestehe, durch wie- 
derholte Anwendung desselben Schlusses der Satz, dass die Grössen a,. 
d,, ... a, rationale Zahlen sein müssen, hergeleitet worden. Wenden wir nun 
eine ähnliche Schlussweise auf die Gleichung (86.) an, in welcher wir 
wiederum die Integrale als solche erster Gattung voraussetzen wollen. Ge- 
höre die algebraische Function eo. zum Geschlechte p,, und sei 


pı IP <p << << Po 
so drücke man in der Gleichung (86.), um die grösste Anzahl möglicher 
elationen zu erhalten, sämmtliche algebraischen Grössen w, s, 84 +++ 8,1 
also auch w, (s,), ©. (8), ».. %@,-1(8,-1), %,(8,), als algebraische Functionen 
von s, aus, dann werden, wenn man das letzte Integral auf einem Wege 
nach s, führt, welcher einen der 2p, Querschnitte einmal schneidet, im 
Allgemeinen die anderen Grenzen und Irrationalitäten ihre Werthe geändert 
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haben. indem innerhalb der beiden für s, in Betracht gezogenen Integrations- 
wege Verzweigungspunkte jener Funetionen liegen können; beschreiben wir 
nun denselben zweiten Weg bis s, und sodann den aus den beiden Wegen 
bestehenden geschlossenen Weg von s, bis s, so oft, als das Produet der 
Elemente der Cyklen aller in Betracht kommenden algebraischen Funetionen 
von s, für die Verzweigungspunkte beträgt, die innerhalb dieses von den 
beiden Wegen eingeschlossenen Raumes liegen, so werden @, 81. ... 8 


Dem) 
N 


(81), ++ 8,-1(8,-1) @,(8,) Ihre früheren Werthe wieder annehmen, und 
die dazugehörigen Integrale erster Gattung somit nur um ganze Vielfache 
ihrer 2» Periodieitätsmoduln zugenommen haben, während sich das letzte 
Integral um ein so grosses Vielfaches dieses einen Periodieitätsmoduls ver- 
ändert hat, als die Anzahl der vorhin zurückgelegten geschlossenen Um- 
läufe beträgt; dasselbe können wir für jeden der 2p, Quersehnitte des letz- 
ten Integrales ausführen und erhalten somit, wenn die 2p, Periodieitäts- 
moduln des Integrales 


/ "f.(s. w,)ds 
mit 


[24 


ir En A a 


a 


bezeichnet werden, die folgenden 2p, linearen Gleichungen zwischen den 


or 
Le) 


eonstanten Coeffieienten a. @. ... a,: 


a,|m, Kı+-+m, K,+m,Kı+-+m, K,,]+ 


.— d,_ı DER K, 411Tr imseir mr M,—ı, zur K —1, R 7 err Mi... — e— MN Pr k 
+a,m,Ä,. = V%. 


alrıhut » > > +n,K,)+t- 

+ +4,—[%-1R,-11+ ee Br a Ts n, K 
+a,m,, RK, >  . 

alu nt * > ee +, K,)t ve 

+ +01[4.-11R,-11+ ehe ri SS K 
+a,m.Kı = VW. 

HlYahutr * : "ee Kt 

+6—l vR.-1t ie A K. 
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linearen Beziehung zwischen den Grössen @,, @., ... a, treten. 

Aber nicht bloss, wenn die in der Gleichung (86.) vorkommenden 
Integrale erster Gattung sind, kann man behaupten, dass » eine Constante 
sein muss; es ist sofort zu sehen, dass, wenn diese Integrale z. B. Integrale 
dritter Gattung, d.h. solche sind, welche nur in zwei Punkten logarithmisch 
unendlich werden, allgemeiner solche Integrale, welche in beliebig vielen Punk- 
ten logarithmisch und nirgends algebraisch unendlich werden, ebenfalls w con- 
stant sein muss, weil es sonst nur algebraisch unendlich werden könnte, und 
dass offenbar eine homogene lineare ganzzahlige Relation zwischen den Grössen 
u en 


[2 
> 


kha+la+-+h,a, = 0 


stattfinden wird, wenn die Coefficienten der logarithmischen Unstetigkeitsfunc- 
tionen der in (86.) vorkommenden Integrale rationale Zahlen sind — (denn sei 
a, ein Werth von s,, für welchen das Integral 


/ “f(s, w,)ds 


algebraisch -logarithmisch unendlich werde, so dass die Unstetigkeitsfune- 
tion lautet 


1 2 k 
A, log ($, 5 4.) m B, 2 ki A.) 2 7 C (S, ar 4.) n + 2 g% K, (8, Pr d,) 3 


’ 
und entspreche, indem s, als algebraische Funetion von s, ausgedrückt war, 


dem Werthe s,=a, der Werth s, = a,, so dass in der Umgebung von a,, a, 


u u,-+l u 


14 ‘2 u 1 
/ v. a / V, Va N vV j 
S — 77 mn Pi $ ie @,) £ r Pı \$o — A,) : -r ...— Pu(S, — 4) 1 + g: (8, FE 4) a = a. i 
also 
1 2 
s » Bi ö 2 A ii 
log(s,—a,) = logp,+ i -log(s,—a,)+r, (8,— a) '@lp, (8,— a,)' Min 


& 
ist, dann wird, wenn dem s,=a, die Werthe s,_, =4,_,...ı=a, ent- 
spreehen, weil die logarithmischen Unstetigkeiten sich wegheben müssen, 
die Beziehung bestehen 
u u | bin. 
ice 


d, +4, = d,- + A, | a,_,t+A,a, — 0, 


o—1 
B 


und somit unter der Voraussetzung, dass A, ... A, rationale Zahlen sind, 


0 
& 


eine homogene ganzzahlige lineare Relation zwischen @, @, ... a, — und 


) 
‘ 


dieser Fall der rationalen Coeffiecienten der logarithmischen Unstetigkeits- 


welche an Stelle der für die logarithmische Relation gefundenen ganzzahligen 
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glieder tritt offenbar gerade in dem früher behandelten Falle der Relation 
zwischen Logarithmen algebraischer Funetionen ein *). 
Ist dagegen die Relation vorgelegt 


(88.) 9 iY4 (s, w,)ds+ uff: ($, w,)ds+ + u, / z (s,w,)ds = w, 


worin %, %y ... @, algebraische Funetionen bedeuten, so wird auch für 
Integrale erster Gattung ® eine algebraische Funetion von x sein können, 
und man sieht unmittelbar, _dass zwischen den algebraischen Funetionen 
%, U... a, genau solche Gleichungen bestehen, wie die durch (87.) ge- 


*=) Was die allgemeinste Beziehung zwischen Abelschen Integralen mit algebraise)ı 
von einander abhängigen Grenzen betrifft, so verweise ich auf den Abschnitt über Trans- 
formation in meinen „Vorlesungen über die Theorie der hyperelliptischen Integrale“, 
sowie auf die im 89. Bande dieses Journals erschienene Arbeit über „die Reduetion 
Abelscher Integrale auf elliptische“, und füge hier nur mit Benutzung der in der vor- 
liegenden Arbeit gewählten Bezeichnungen die für Abelsche Integrale gefundene all- 
gemeine Beziehung hinzu, insoweit dieselbe zum eingehenden Verständniss der fol- 
genden Untersuchungen in Betracht kommt. Wir haben a. a. 0. die folgenden Sätze 
gefunden: 

I. Man erhält die allgemeine aus der Beziehung 


(1.) ji f,(s, w,)ds + / f.(s, w,)ds+- + / f(s, w,)ds = u+A,logr, + --+4A,logr 
sich ergebende und ihr äquivalente Relation zwischen Abelschen Integralen in der Form 
a n Pr r \ 5 ) 

(2.) ö/ f,(s,w,)ds = —- 5, f. (s, w )ds—-— 2, / f,(s, w,)ds 


1 4 1 


+U+ClogW, +C,logW,+ +++ C;logW;, 


ia) 


worin Ö eine ganze Zahl, U, W,,... W, rationale Functionen von s, und w(s,), C,,... C, 
Constanten, S\), S\), ... sy> die Lösungen einer algebraischen Gleichung 


‘ ‘Do n “ —1 , \ 
(3.) S’5+Fs(s,w (s,)) S’) +++ Fo, ,(s .“ ($ — f) 


I\ l Eu, 


sind, in welcher Fs, ... Fo), rationale Functionen bedeuten, und 


(4.) w,(S\@)) — S2.(s,, w,($,), S(«)) 


A 

ist, worin S2 wiederum eine rationale Function ausdrückt. 

Il. In der Beziehung (1.) zwischen Abelschen Integralen, welche sich auch in 
(2.) umsetzen liess, giebt es stets zu jeder dort vorkommenden algebraischen Irrationalität 
gehörige Integrale erster Gattung, welche gleich sind der Summe von p Integralen erster 
Gattung, welche zu einer beliebigen der anderen algebraischen Irrationalitäten gehören, 
worin p das Geschlecht eben dieser Irrationalität bezeichnet, und die Grenzen dieser 
p Integrale sowie die zu diesen Grenzen gehörigen Irrationalitäten die durch die Glei- 
chungen (3.) und (4.) definirten Eigenschaften haben, dass also für Integrale erster Gat- 
tung die Beziehung besteht 


%s PA Pr g\e ) 


| Yu 
/ y(s,w)d = 3, / (b(s, ws)ds. 
“ 1 
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gebenen, jedoch ohne dass w, wie es für die logarithmische Relation der 
Fall war, eine homogene lineare Function von %, %, ... a, zu sein braucht. 

Beschäftigen wir uns nun zuerst wieder mit dem speciellen Falle, 
in welchem das Integral der Differentialgleichung (1.) die Form hat 


(89.) g, = ut, / % (s, w,)ds+u, / "fs(s, w)ds+-.+u,/ °f,6; w,)ds, 


WON Sy 222 895 fir sr fon Wi». @, die oben angegebene Bedeutung haben, 
und %, ... %, algebraische Integrale der redueirten Differentialgleichung 
sind, wenn das Integral z, sich nicht dureh eine lineare Form von weniger 
als jenen go Integralen mit algebraischen Coeffieienten ausdrücken lässt, und 
machen wir ferner zunächst die Voraussetzung, dass w, %, ... u, rationale 
Funetionen der Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung sein sollen. 
Dann giebt es, wenn nicht s,, @, (81), 5, WS), +++ 8, @,(s,) Selbst schon 
rational durch diese Coeffieienten ausdrückbar sind, jedenfalls noch ein In- 
tegral von der Form 


! 


Ei | u, 
"f(s, w,)ds+ + uf f,(s, w,)ds, 


x ' s, 3 di 
0.) >. = uU+ uf fı(s, w,) ds+u, / 


! 


worin @, 8, 0, (8), $3 W282), +++ Sy, @,(s,) einer anderen Lösung der in 
bekannter Weise zu bildenden #-Gleichung entsprechen, zum Theil aber 
den früheren Werthen gleich sein können, während «, %, ... a, der Vor- 
aussetzung gemäss, da x, Y., ..- Y„, 9 ihre früheren Werthe wieder an- 
nehmen, unverändert bleiben. Daraus folgt 


[ 4 rg’ / \ Ss 
23: — u -u+ | / fs w)ds— f fı(s, wi)dsi + 


»s, $, 
| +, ) / "f, (s, w,)ds — [ (8; w,)ds\ = 1p, 


und es wird, wenn vorausgesetzt wird, dass die redueirte Differentialglei- 


9.) 


chung kein aus eben diesen Integralen mit Argumenten, welche Zweige der 
algebraischen Funetionen s,, 8, ... s, Sind, linear zusammengesetztes Inte- 
oral besitzt, ® eine algebraische Funetion oder auch eine Constante be- 
deuten. Nehmen wir nun zunächst an, dass die aus den Differenzen je zweier 
»leichartigen Integrale bestehenden Coeffieienten der algebraischen Functionen 
4, U, ... a, Nicht sämmtlich algebraische Funetionen oder Constanten sind, 
so würden sich mit Hülfe der Periodieitätsmoduln der einzelnen Integrale 
nach den oben angestellten Hülfsbetrachtungen eine oder mehrere homogene 
lineare Gleichungen zwischen den Functionen , u, ... u, ergeben von 
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der Form 
(92.) A,u, +44 +A,u, =); 


und man würde mit Hülfe dieser das Integral (89.) auf die Form bringen 
können 


. 25, 1. °s. ) 
32, = utu, / fı(s, w,)ds— z / f.(@, w,)dsi + 
(93.) Er 
2 


L \ RER : ! 
.. + U,—1 N ee ($, w, 1, ds — A 4 / ? 5. m, (ds ( . 





Da aber 

2 } "fs, 0.)de—,“/ 76 w,)ds, = f,(8., w.(8,)) = _ r f.($,, ©,(8,)) 2 
wiederum eine algebraische Function, also die Differenz je zweier Integrale 
sich wieder als ein Abelsches Integral darstellen lässt, so wäre z, als lineare 
Funetion von nur o—1 Abelschen Integralen mit ebenfalls in den Üoef- 
ficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbaren Coeffieienten ,, 
U... %,, darstellbar. Nehmen wir also an, dass dies nicht der Fall sei, 
weil wir sonst die Relation mit der kleinsten Anzahl Abelscher Integrale der 
Untersuchung zu Grunde legen würden (und es ist darin auch die früher 
vemachte Annahme, dass zwischen den Abelschen Integralen in (89.) keine 
lineare Relation stattfinde, eingeschlossen), so kann eine Beziehung von der 
Form (92.) nicht stattfinden, und es bleibt somit nur noch die zweite Be- 
dingung für die Existenz des Integralausdruckes (89.) zu untersuchen übrig, 
welche verlangt, dass die obigen Integraldifferenzen in (91.) sämmtlich al- 
oebraische Funetionen oder Constanten sind. Ist dies der Fall, so nehme 
man eine andere Lösung jener t-Gleichung und bilde die der Gleichung (91.) 
analoge Beziehung; dann ist es möglich, dass die Coefficienten der alge- 
braischen Functionen «, “, ... a,, welche sich wieder als Differenzen von 
zwei Integralen ergeben, Abelsche Integrale sind. In diesem Falle würde wie- 
der wie oben gegen die Annahme verstossen werden; sind jedoch wiederum 
die einzelnen Integraldifferenzen algebraische Funetionen oder Constanten, so 
schliesse man so weiter, und es bleibt somit nur der Fall zu untersuchen, 
dass sich für alle Lösungen #,, &,, ... {5 der mit Adjungirung von x, Y,.... Y,, Y 
irreduetibeln £-Gleiehung sämmtliche Coefficienten von @,, ... a, in allen d, 
der Gleichung (91.) analog gebildeten, Gleichungen als algebraische Fune- 
tionen ergeben, die auch Constanten sein können; man erhält somit, wenn 
wir z. B. den Coeffieienten von «a, auffassen, 
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TB 9 w)ds— /""f.6; w„)ds =Q, 
7 w.)ds— "fx; w,)ds = w', 
y le, w nl f(s, w,)ds = w", 


(94.) 








„on 
f# "  fı(s, w Ja‘ fr, w,)ds = w», 
worin ©, ©", ... w algebraische Funetionen vorstellen. Die Addition 
aller dieser Gleichungen liefert 


0) / ig (s, w,)ds = [ a2 (s, w,)ds+ f 3 (s, w)ds++-- 


(95.) s(d—1) | 
+ . f,&,w)ds+w+w" +. +w), 





Beachtet man nun, dass 


' ! I d—1)N 
(a.) Sas W . ($,), Sas w,($,), © s( a4 W (s\ ») 
rationale Funetionen von resp. £, &, ... t; sind, und dass somit nach dem 
Abelschen T'heorem 
(d—1) 


Vino Simmdan fen 


» sm 


6° f.(s; w,)ds+ P,+ AD log QV’ +++ AP 1ogQY 


(96.) 





ist, worin AY’, ... Al Constanten, P,, Q%, ... QY) rational und symmetrisch 
aus den Grössen (a.), daher rational und symmetrisch aus #,, &, ... #,, d.h. 
rational durch die Uoefficienten der t-Gleichung, also auch der gegebenen 
Differentialgleichung zusammengesetzt sind, während S®, S®, ... S’« Lö- 
sungen einer algebraischen Gleichung p,'"" Grades bedeuten, in welcher p, 
das Geschlecht der algebraischen Irrationalität @w, anzeigt, und deren Coet- 
fieienten rational und symmetrisch aus s,, w,(s.); 8, we (8), «SO >, w,(s), 
also rational aus x, Y,, ... Y,, y zusammengesetzt sind, während w,(S{”) 
sich rational durch x, Y,, ... Y,„,y und S( ausdrückt. Setzt man diesen 


Werth von (96.) in (95.) ein, so folgt 
ER (s, w„)ds 


(9 e.) 1 Pa M s@) Pia 1) 
= 423, /” fa, w)de+T+ 10809 ++ 10800, 


1 


worin T eine algebraische Function ne und es geht io der Inte- 
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gralausdruck (89.) in den folgenden über: 


32, = M+ N,logR,+N,logR,+---+N,logR, 
un (S5® ‚ni 
(98.) : +32 / f(s, w,)ds+ y 3, / fı(s, w,)ds+--- 


c 1 





Po SP) 
u n >77 . N 
. —_ 2 ä * f,(s, w,)ds, 
Ö 1 P , S 


worin M eine algebraische Function, N,, N, ... N, eonstante Multipla der 


MM 


rational aus x, Y,, ... Y,, y zusammengesetzten Funetionen #,. %. ... %,. 
und AR, R,, ... R, ebenfalls rationale Functionen der Üoeffieienten der 
Differentialgleichung sind, wobei nicht ausgeschlossen ist, dass einzelne der 


Summen durch ein einfaches Integral von der Form 


>“ 2 
/ f.(s, w,)ds 


ersetzt sind, wenn nämlich s, und w,(s,) rational durch x, Yı. ... Y,, y aus- 
drückbar sind. Endlich mag noch der Charakter des algebraischen Theiles 
M näher untersucht werden; lässt man in dem Integralausdrucke (98.) für z, 
die unabhängige Variable x einen geschlossenen Umlauf der Art beschreiben, 
dass Y., Ya... Y„, 9 ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, während M 
in eine andere Lösung M der sie definirenden, mit Adjungirung von «, 
Y.. ».. Y,, y Irreduetibeln Gleichung 
(9) M+y(a, Ya... Yo y)M+- tv, Yu... Yuy) = 0 


R,,... AR, vermöge ihres rationalen 
(!harakters unverändert bleiben. und ebenso werden die Grössen SC) 


übergeht, so werden N,, ... N 


u» 
. (Pa) ° - .. .. BE. . \ r£ . 

Ss”, ... S;“ nur in einander übergehen können, weil die Coeffieienten der 

dieselben definirenden algebraischen Gleichungen unverändert bleiben. Es 

wird daher, wenn das so entstehende Integral der Differentialgleichung mit 

z, bezeichnet und beachtet wird, dass, wenn auch die Integralgrenzen je 


einer Summe dieselben bleiben, doch vermöge der Verschiebung der Integra- 
tionswege noch ganzzahlige Multipla der Perioden, zu dem Integralausdrucke 
also eonstante Multipla der Functionen «,, ®, ... #, hinzutreten können, und 
ebenso zufolge der möglichen Veränderung der Logarithmen in (98.) um 


ganze Multipla von 2ri ähnliche Vielfache von , %, ... #, hinzukommen, 


! 


3-3, =M-M+C,u+Cu++0,u,= w 


sein, worin C,, C,, ... C, Constanten bedeuten. Nimmt man nun wiederum 
wie oben an, dass die redueirte Differentialgleiehung nur solche algebraischen 









12 Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 


Integrale besitzt, welche rational durch die Coeffieienten der Differential- 
gleichung ausdrückbar sind, so wird M—M ebenso beschaffen sein: und da 
dies nach den zur Gleichung (51.) gemachten Bemerkungen unmöglich ist. 
so wird M selbst rational durch die Coeffieienten der Differentialgleichung 
ausdrückbar sein. 

Fassen wir die so gefundenen Resultate zusammen, so ergiebt sich 
der folgende Satz: 

Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 


d”z dr—1z 


+-Y —e.. Y.z Ben Yy 


der e 1 der—! | 


ein Integral von der Form besitzt 


= u+uf 'f (s, w,)ds+ uf "fr, w,)ds+--- +wf "f, (s, w,)ds, 


in welchem fi, fr, -.. f, rationale Functionen, w,, W., ... w, algebraische 
Functionen von s, ferner u, $,, 8, ... s, algebraische Functionen von x, und 
U, or 2... u, in den Coefficienten der Differentialgleichung rational ausdrück- 
bare Functionen bedeuten, und angenommen wird, dass das Integral 2, sich 
nicht schon durch weniger als og Abelsche Integrale mit ebenfalls in den Coef- 
ficienten der Differentialgleichung rational ausdrückbaren Coefficienten dar- 
stellen lasse *), und dass die reducirte Differentialgleichung kein aus den in z; 
vorkommenden Transcendenten für die verschiedenen Zweige der algebraischen 
Functionen linear zusammengesetztes Integral besitzt, so sind einerseits u,. 
ty, 2... u, Integrale der redueirten Differentialgleichung, andererseits lässt sich, 
wenn nicht schon $,, 82, ... $, selbst rationale Functionen der Coefficienten 
der Differentialgleichung sind, das angegebene Integral auf die Form bringen 
2 = M+N,logR,+N,logR,+---+N,log KR, 
(ß Pu @(P) 


U Pı "S(p) u, P3 Ru ) Uno . N N 
a“ 3 S $,  fi(s, w,)ds+ 5 3, " f(s, w,)ds++--+ 3 Z, * f(s, w,)ds, 


Pe 
worin M eine algebraische Function, N,, N,, ... N, constante Multipla der 
rational aus x, Yı, ... Y„, y zusammengesetzten Functionen u, %, ... u 


[rn 


sind, Ö eine ganze Zahl ist, R,, R,, ... R, wiederum den rationalen Charakter 


. ) (P4) . as . . . 
haben, endlich S\’, SY, ... S,* die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
der Form sind 


*) Was keine Beschränkung involvirt, indem sonst diese Form der weiteren Unter- 
suchung zu Grunde gelegt wird. 
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Si Fl, Y.,..Y., 8" +...+ F, (&, ai y) =, 
in welcher F,, F,, ... F,, rationale Funclionen bedeuten, und 
w.(8) = 2, Yı,... Y,,y, S@) 

ist, worin 42 wiederum rational. Die algebraische Function M wird ebenfalls 
rational durch die Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrück- 
bar sein, wenn die reducirte Differentialgleichung der Bedingung unterworfen 
wird, nur solche algebraischen Integrale zu besitzen, welche rational durch 
2, Yı, ::- Yu, Y darstellbar sind. 

Lassen wir nunmehr die Bedingung fallen, dass die Coeffieienten der 
in den Abelschen 'Transcendenten linearen Form des Integrales z, rational 
durch die Coeffieienten der gegebenen Differentialgleichung ausdrückbar 
sind, und nehmen wir jetzt an, die Differentialgleiehung (1.) habe ein aus 
xz und einem Abelschen Integrale algebraisch zusammengesetztes Integral 

IWW) = Fiz, If, w)ds\, 
so muss dasselbe, wenn angenommen wird, dass die redueirte Differential- 
gleichung kein durch dieses Abelsche Integral algebraisch ausdrückbares 
Integral besitzt, wie oben gezeigt worden, die Form haben 

101.) z = ut (fs. w)ds, 
worin 4, a, s, algebraische Functionen von x, und «, ein algebraisches In- 
tegral der redueirten Differentialgleichung ist. 

Lässt man x einen geschlossenen Umlauf beschreiben, welcher 
Y.. ... Y,„ und y in ihre Ausgangswerthe zurückführt, so dass » in «, « 
in #, und s, in s; übergeht, dann wird auch der Ausdruck 

(102) == w+ uff s, w)ds 
ein Integral der Differentialgleichung, und daher aus bekannten Gründen 
auch 
Ss R ’s N , 

103.) 2—3, = uW—u+tu / f(s, w)ds — uf "f(s, w)ds = NW 
ein algebraisches Integral der redueirten Differentialgleichung sein müssen. 
Jedenfalls wird ein geschlossener Umlauf des x, welcher «, in «, verwan- 
delt, s, in einen anderen Werth s, umformen, weil sonst die Gleichung 
(103.) in 

(104) (ud-u)f f(s,w)d = W, 
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überginge, und das Abelsche Integral algebraisch ausdrückbar wäre, was 
natürlich von vornherein auszuschliessen war. Eine Beziehung zwischen 
Integralen von der Art (103.) kann aber nur dann existiren, wenn dieselbe 
aus der Form der allgemeinsten Beziehung abgeleitet ist, welche zwischen 
zwei Abelschen Integralen, die nicht algebraische Funetionen sind, bestehen 
kann, und dies ist, wie früher nachgewiesen worden, die Beziehung 


(105.) af "pls, w)ds— a ("fe w)ds = 8, 


worin a und a’ Constanten und W eine algebraische Function von z ist; und 
es würde somit vermöge (104.) und (105.) 


(au-a'u)/ "16, w)ds = V 


sein müssen, worin V eine algebraische Funetion bedeutet, und daher 


u 
ee — C 


u, 


*), 
worin e eonstant ist. Dann ist aber bekanntlich e eine m'® Einheitswurzel, 
welche wir durch & bezeichnen wollen, so dass 
u = Eu, 

ist; lässt man x einen anderen geschlossenen Umkreis machen, welcher 
Y.. ... Y,, y unverändert lässt und «, ändert, so wird «, wiederum in einen um 
eine multiplicatorische »te Einheitswurzel verschiedenen Werth übergeführt 
werden, und fahren wir in diesen Schlüssen fort, indem wir bemerken, dass 
wir bekanntlich durch geschlossene Umläufe des =, welche die Werthe 
Y.. »-. Y,„, 9 unverändert lassen, zu allen Lösungen der irreduetibeln 
a,-Gleichung gelangen können, so wird das constante Glied der Gleichung 
einerseits eine rationale Function von z, Y,, :.. Y„, % sein; andererseits, 
da alle Lösungen aus Produeten von Einheitswurzeln in dieselbe Lösung «, 
bestehen, durch das Product einer Constanten in eine Potenz von «, dar- 
gestellt sein, z, somit die Form haben 





r 
Ar v \ 
(106.) u = Ywo(z, Yı,-.. Ya 9), 
worin w rational ist. Sei nunmehr die mit Adjungirung von x, Y,, ... Y,, Y 
irreduetible Gleichung, deren Lösung s, ist, in ihre irreductibeln Factoren 





*) Dieselbe Folgerung konnten wir auch aus dem oben bewiesenen Hülfssatze her- 
leiten, indem man die Integrationswege die Querschnitte durchschneiden, also die In- 
tegrale um Periodieitätsmoduln zunehmen lässt. 
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iı) 


zerlegt, indem noch «, den Grössen z, Y. ... Y 


m 9 


y adjungirt wird, und 
derjenige irreduetible Factor herausgegriffen, dessen Lösung s, ist, und 
welcher gleich Null gesetzt die Form haben mag 


(107.) s"+p,(E, Y.. ER Bas Y, u,)8" + Pu (=, Bo ... u, Y. u,, — 0): 


lassen wir sodann in dem Integralausdrucke (101.) x einen solchen ge- 
schlossenen Umlauf machen, dass Y,. ... Y,, y und «, ihre früheren 
Werthe annehmen, während # in «,, s, in s, übergeht, so wird der so her- 
vorgehende Ausdruck 
(108) 2 = + uf f(s. w)ds 
wiederum ein Integral der Differentialgleichung, und daher 
rt \ ’83 Y N ”s la N „N x y 

»9—- 23 =mw-utu, / f (s, w)ds f fs, w)d, = N 
ein algebraisches Integral der redueirten Gleichung sein; dann muss aber 
die Differenz der Integrale selbst als algebraische Funetion darstellbar sein. 
und dies wird für alle Lösungen der Gleichung (107.) der Fall sein, so dass 
sich, wenn die sämmtlichen Lösungen mit s.. s, ... s 


„ bezeichnet werden, 


das System der Gleichungen ergiebt 


F. f(s. w) ds— / [s,w)d =Q, 
/ f(s. w)ds -/ [(s,w)ds = w 


F -f(s. w) ds— / f(s,w)ds = w,, 
woraus wiederum 


(110) / fs w)ds = | / f(s. w)ds +/ fs w)ds+..+/ "fs, w)dsi +W, 
und somit nach dem Abelschen T’heorem, der Gleichung (107. 
/ »aili % ua ur: FEN / 

(111) / f&w)ds = = 3,/ 16, w)ds+M+MlogR,+--+ M,logR,, 
worin M eine algebraische Function ist, R,, ... R, rationale Funetionen von 
M, Constanten, SU, SU”, ... SW’ Lö- 
sungen einer algebraischen Gleichung p!®" Grades sind, deren Coeffieienten 
rational in z, Y,. 


(109.) 





gemäss 


mn... 7 a ae 


Y„, y, a, werden, während (SW) sich mit Hülfe 
eben dieser Grössen und S( rational ausdrücken lässt. Selbstverständlich 
kann der Ausdruck (106.) für «, auch eine in x, Y Y„. y rationale 


1» ... 


10* 








76 Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 


Funetion definiren; aber auch, wenn dies nicht der Fall ist, können wir 
unter der Voraussetzung, dass die redueirte Differentialgleichung nur in x, 
Y., :.- Y„, Y, u, rational ausdrückbare algebraische Integrale besitzt, in 
dem nach (111.) und (101.) sich ergebenden Integralausdrucke 


(#) 
(112) 2, = N+MwmlogR+---+M,u,logR,+ Az, ST pls, w)ds, 


worn N=u+Mu, eine algebraische Function bedeutet, x einen solchen 
Umlauf machen lassen, dass Y,, ... Y,, y, a, ihre Werthe wieder erlangen; 
dann wird sich, da die S\”, ... S{ nur in einander übergehen können, das 
Integral ergeben 
3, = N'+M,u, log R,+2h,möl ++ M,u,llogR,+2h,nil+ 3, [" fl, w)ds 
up. 9, . 
und da hieraus 
»—2 = N—N+2k,M,wmnri+--+2k,M,uni = ® 

folgt, so wird, da % der Annahme nach rational aus x, Y, ... Y., 9, % 
zusammengesetzt ist, auch N'—N diesen Charakter haben, was nach früheren 
Auseinandersetzungen für Lösungen einer mit Adjungirung von x, Y,, ... Y,.. 
y, “, irreduetibeln Gleichung nicht angeht; und es muss deshalb in diesem 
Falle auch N selbst rational durch z, Y,, ... Y,, y und «, ausdrückbar sein. 

Bevor wir nun die eben gefundenen Resultate in einem Satze zu- 
sammenfassen, mag noch Folgendes bemerkt werden. Da oben aus (103.) 
die Beziehung «, = eu, abgeleitet worden, geht eben diese Gleichung in 


(113.) ef" 6 w)ds—/ "f6s, w)ds = U 


über, worin U eine algebraische Function bedeutet; fasst man nun in dieser 
Gleichung s, als unabhängige Variable auf, so dass s, und U algebraische 
Funetionen von s, werden, welche man erhält, wenn man zwischen den 
diese Grössen definirenden Gleichungen die Variable x eliminirt, so wollen 
wir den nach s, führenden Integrationsweg des zweiten Integrales derart 
abändern, dass der erste Querschnitt der zu w gehörigen Riemannschen Fläche 
geschnitten wird; und sollte dieser Weg mit dem ersten mehrfache Punkte 
von s; und U einschliessen, so dass dadurch die obere Grenze des ersten 
Integrales oder der algebraische Theil geändert würde, so soll der erste 
Querschnitt von dem nach s, führenden Integrationswege so oft geschnitten 
werden, bis die so entstehende Anzahl von Umkreisungen auch s, und U 
zu ihren Werthen zurückführt, also das erste Integral der Gleichung (113.) 














wir 


ın 


hen 
en; 
das 


u, 
‚en 
m» 
em 
in. 
U- 


3.) 


‚er 
he 


en 
en 
art 





een Arne 


ne ai re a 











Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 77 


sich auch nur um ganze Vielfache von Periodieitätsmoduln geändert haben 
kann — und thun wir dasselbe für den zweiten, dritten, u. s. w. bis 2pten 
(Juerschnitt, so erhalten wir, wenn 


m... 0; 


die 2p Periodieitätsmoduln des Integrales bedeuten, die nachfolgenden Be- 
ziehungen 





em, f2, + mid, ++ mi.» ?p 2, .)— = (), 
€ (m; 2, My,= (), ... in M» 9 — ), 
(114.) . 14 ++ m...) 
Kt Q.- +m,, Bee; 6 FEN = 6 
oder 

(em —n,)S2, + em ++ em, = 0, 

au... u 
(115.) | Em, + (EM>; N, )-=) 5. + EM. 2,==2, -- (), 
EMy1S2ı+ Em, + + (EM, 0), = 0, 





worin die m und » ganze Zahlen bedeuten, von denen n,, 2, ... %,, von 


Null verschieden sind. Zunächst folgt aus (115.), dass die Determinante 


EMI —N, EM .:. 
EM. EM N; a EM» ) 

(116.) “ ee 2,2p — (0) 
EMs,.ı EM,.2 ee EM 


sein muss, und dass somit die Einheitswurzel e im Allgemeinen einer ganz- 
zahligen Gleichung 2pten Grades genügt, so dass also, da nach (106.) & 
jedenfalls eine rt® Einheitswurzel ist, für den Fail, dass r eine Primzahl 
ist, also e nicht einer niedrigeren ganzzahligen Gleichung als vom (r—1)ten 
Grade genügen kann, r—1=2p oder r —2p+1 sein muss; es ergeben 
sich dann im Allgemeinen die Werthe der Perioden in der Form 


2:2... > air 


2p i,2p3 

worin die « die Unterdeterminanten (2»—1)te" Ordnung der Determinante (116.) 
bezeichnen, oder sie drücken sich, wenn diese sämmtlich verschwinden, in be- 
kannter Weise durch die Unterdeterminanten niederer Ordnungen aus; soll sich 
gar keine Relation zwischen den Perioden mit Hülfe einer Einheitswurzel 
und ganzer Zahlen ergeben, dann müssen 


EMI MO, ema-m—=(, ... EM, N, = 0 und m,;=0 aß 
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sein, d.h. es müsste & eine rationale Zahl, also e= +1 sein, somit r= 2 
oder 


1) “rn. TV 

sein. Ist z. B. das Integral ein elliptisches mit den an den beiden Quer- 
schnitten stattfindenden Stetigkeitssprüngen 2, und 2,. so ginge die Deter- 
minante (116.) in 

EM —N, EM. 0 

EM>, EM. — N; na 
über, oder es wäre & die Lösung einer quadratischen Gleichung mit ganz- 
zahligen Coefficienten; und da nach (115.) 


2:02, = (em, —n;) : em,, 


folgt, so wäre der 9-Modul z rational durch e ausgedrückt, also ebenfalls 
die Lösung einer quadratischen Gleichung mit ganzzahligen Coeffieienten, 
d. h. das elliptische Integral besässe einen Modul eomplexer Multiplication: 
und dies wäre nur dann nicht der Fall, wenn & eine rationale Zahl also 
a, von der Form (117.) wäre. Zugleich ist aber leicht einzusehen *), dass, 
wenn & die Lösung einer ganzzahligen quadratischen Gleichung sein soll. 
diese r!® Einheitswurzel nur die Formen haben kann 


Zi 2rri 2rti 
3 + 6 
EKER, 87, , 


und somit die elliptischen Integrale, wie aus den bekannten Prineipien für 
die Transformation und complexe Multiplication der elliptischen Integrale 
hervorgeht, nur zu den Irrationalitäten gehören können 


‚”—1, I®—1l, VYs®-1. 
Ist py=2, so muss e einer ganzzahligen Gleichung vierten Grades ge- 
nügen, und bekanntlich **) muss dann die «t° Einheitswurzel die Form haben 


2ni Zrti 2rti ri 2ri 
{ 6 s 10 12. 


Fe  ire Ste SE u 


woraus wieder nach den Prineipien der complexen Multiplication auf die 


*) Siehe meine „Allg. Untersuchungen aus der Theorie der Differentialglei- 
chungen“ Seite 209—211. 
#=#) Vergl. meine Arbeit in diesem Journal: „Eigenschaften der algebraisch-logarith- 
mischen Integrale u. s. w.*“ Bd. 94, S. 501. 
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zu den betreffenden Abelschen Integralen gehörigen Irrationalitäten ge- 
schlossen werden kann. 


Wir erhalten somit das nachfolgende T’heorem: 
Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 
drz d"-1z 


+}, +..+Y 2 — Y 


de" de"! 


ein aus x und einem Abelschen Integrale mit algebraisch durch x ausdrück- 
Larer Grenze algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so lässt sich das- 
selbe unter der Voraussetzung, dass die reducirte Differentialgleichung kein 
aus x und eben diesem Abelschen Integrale mit Grenzen, welche Zweige der 
ursprünglichen algebraischen Grenze sind, algebraisch zusammengesetztes Integral 
hat, stets auf die Form bringen 


32, = uru / | f(s, w)ds, 


in welcher f eine rationale Function ron s und w, w eine algebraische Function 
von s bedeutet: und in dieser Form sind entweder u,. s,. w,(s,) rationale 


Functionen der Coefficienten der Differentialgleichung x, Y,. ... Y,. 9, oder 


— und dieser Fall schliesst den früheren ein — es lässt sich allgemein das 
Integral umsetzen in 
H | Te sw \ 
3, = N+ M,wlogR, ++ NM u,logR,+ z 2; / f(s, w)ds, 

| BT 
worin u eine ganze Zahl, p das Geschlecht der algebraischen Irrationalität w, 
N eine algebraische Function, M,, ... M, Constanten, 

u = Tale, #,,... 2.8) 


worin r eine ganze Zahl, » eine rationale Function der Coefficienten der 
Differentialgleichung, R,, R.. ... R, rationale Functionen von x. ET 
und u, sind, ferner S}’, Si”, ... 81” die Lösungen einer algebraischen Gleichung 
der Form bedeuten 

HF (a, Yu. Ys H)P "++ Fa, I... 19; 8) = 0, 
in welcher F,, ... F, rationale Functionen, und 


we(SA) = x, Yır... Yu Y 4, SP) 

ist, worin (2 wiederum rational ist. 
In allen Fällen ist u, ein algebraisches Integral der reduecirten Diffe- 
rentialgleichung, und wenn angenommen wird, dass die letztere nur solche 


algebraischen Integrale besitzt, welche rational durch x, Y,, ... Y,. y. u, aus- 
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drückbar sind, so wird auch u diesen Charakter der rationalen Darstellbarkeit 
durch eben diese Grössen haben. 

Endlich werden die Periodicitätsmoduln des Abelschen Integrales, welches 
zur Irrationalität w gehört, dem Gleichungssystem genügen 


em + (Eema—n) 2, ++ m,,, = 0, 


em, + Em... ++ (Em, N), =, 

worin m,; und n, ganze Zahlen, und & eine Einheitswurzel ist, und diese Gleichun- 
gen werden z. B. für elliptische Integrale entweder die Nothwendigkeit eines 
Moduls complexer Multiplication festsetzen mit den zugehörigen Irrationalitäten 

YPL, Ve-L, vPZ1, 
oder, wenn der Modul ein anderer ist, in dem Ausdrucke für u, den Wurzel- 
exponenten r=2 machen; allgemein werden entweder die Verhältnisse der 
Periodieitätsmoduln sich mit Hülfe ganzer Zahlen durch eine Einheitswurzel 
ausdrücken lassen, welche die Lösung einer ganzzahligen Gleichung 2p'" Grades 
ist, oder es wird wiederum 

4 = Yalz, Yu... eh 


und die übrigen Grössen lassen sich in der oben angegebenen Weise darstellen. 





Mag nunmehr die Form des Integrales der gegebenen Differential- 
gleichung 


(118) 2 = u+u ie, (s, w,)ds+ u; Fr (s, w,) ds 


sein, worin #, und a, algebraische, keiner weiteren Bedingung unterworfene 
Funetionen sein mögen, so könnten wir mit Hülfe der eben ausgeführten 
Untersuchung, genau wie wir es oben für die Gleichung (65.) bei logarith- 
mischen Transcendenten gethan, die Beziehungen von s,, 5 ZU %, % und 
umgekehrt feststellen; wir wollen jedoch gleich die Art der algebraischen 
Zusammensetzbarkeit der Grössen 
(A) % U U 5 59 Wil), Wels) 

aus x und den Coefficienten der gegebenen Differentialgleichung untersuchen. 
Lassen wir wieder x einen geschlossenen Umkreis von der Art beschreiben, 
dass Y,, ... Y„, y ihre Ausgangswerthe wieder annehmen, so wird sich 
ein zweites Integral 


(119) = u+ uf fi, w,)ds+ uf 66; w,)ds 




















DEAN RETER 





BER 9 32..  earce N TEEN 


N ee 








ungen 





re neben ee 


Wen. 


LEN 


Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen. 
ergeben, das wiederum mit (118.) zusammengestellt 


„|! Pr 
! f ! s s » u 
3, —23, =U ut, / ıf(s, w, ds—u, / 'f(s, w,)ds 


(120.) 





i es! s j 
+0; / :fı(s, w» ds—u; / "f,(s, w,)ds = w 
liefert, oder wenn 
e—-u+u = W 
gesetzt wird, worin W den entsprechenden Voraussetzungen gemäss eine 
algebraische Funetion bedeutet, 


( . a ; »_ | ü 
uff (8, w,)ds—u, / "ıf,(s, w,)ds 
(121.) 





+ U, Ag? (s, w,)ds— uf. (s, w,)ds = W, 


an welche Gleichung sich nun die weiteren Betrachtungen knüpfen sollen. 
Nach den oben gemachten allgemeinen Auseinandersetzungen ergiebt sich 
aus der Gleichung (121.) die folgende Beziehung zwischen den algebraischen 
Funetionen «,, %, %, 

(122) Au — Au + A — Au, = (0, 


worin A,, A: A,, A, linear von den Perioden der Integrale abhängige Uon- 
stanten sind, von denen wir A), als von Null verschieden annehmen dürfen. 
und mit Hülfe dieser Relation nimmt die Gleichung (121.) die Form an 


N $' A' 's' a N 
u f fı(s, wı) ds— A’ / "6; w.)ds, 


9: \ /$ a Sr; \ 1.) 
(123.) I —u, f 'fı(s, w,)ds— 1 f(s, wa) ds 





_ "p6, w,)ds — 2 . (6, ı,)ds\ = W. 


Wir behaupten nun, dass im Allgemeinen für einen Umlauf des z, 
welcher Y,, ... Y,„, y unverändert lässt, aber einmal einen Verzweigungs- 
punkt von «, umkreist, d. h. die Lösung «, der diese Funetion definirenden, 
mit Adjungirung von z, Y,, ... Y,„. y irreduetibeln Gleiehung in eine 
andere überführt, die dritte Integraldifferenz der Gleichung (123.) nicht eine 
algebraische Function oder eine Constante wird. Denn wäre 


(124) Sp w)d- E-/ "6, w)de = w., 


worin iv, eine algebraische Function bedeutet, so müssten auch die beiden 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 1. 11 
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ersten Integraldifferenzen algebraische Funetionen sein, weil, wenn dies nicht 
wäre, vermöge der obigen allgemeinen Betrachtungen über Integralglei- 
chungen sich mit Hülfe der Periodieitätsmoduln der Integrale eine Beziehung 
von der Form ergeben würde 





















125.) aw-aun=0 oder W=iu, 
was, wenn wir den Fall ausschliessen, dass der Verzweigungspunkt von «, 
so beschaffen ist, dass eine Umkreisung desselben den Functionalwerth in 


r: 
ein Multiplum desselben mit einer Einheitswurzel zurückführt, nicht möglich 
ist. Es werden daher auch die Beziehungen stattfinden 
N 75! ’ 
/ 1.6, wı)ds — u / ’f@&, w)ds = W., 
en A ps a 
/ fs, w,)ds — ar fs(s, w,)ds = W;, | 
» u > 
worin mw, und i;, ebenfalls algebraische Funetionen sind, und daher | 
as ss A, ’ 
(126.) $; 'fı(s, w,)ds— = / 'fi(s, w,)ds = ®,, 
ve 
h n i a i RN- . V 
worin %, wiederum algebraisch; mit Hülfe der Beziehungen (124.) und | 
(126.) geht aber die Gleichung (121.) in | 
(127 A\ ’ fin A), ! “, © “ ls sen I 
(127.) Z ua fı(s, w,) + 7 Wi f; (8, w,)ds = 
1 2 
über, wenn W eine algebraische Function bedeutet, und es müsste somit, . 
da zwischen den beiden in dieser Gleichung vorkommenden Integralen eine 
lineare Relation mit algebraischen Coefficienten nicht stattfinden darf, wenn 
nicht das ursprüngliche Integral z, in (118.) nur eine Quadratur enthalten \ 
soll. ; ( 
2 A, . 4 
l 2 
u —=U, u, — U, = U x 
4, n i A, ? 0 3 
sein, d.h. | 
(128) mu, Wem, 1 
somit bekanntlich wieder m, und m, Einheitswurzeln und der Verzweigungs- 


punkt von «, ein solcher der ausgeschlossenen Art. Es folgt daher, dass, 
wenn x einen Verzweigungspunkt von «,, welcher nicht die angegebene i | 
Beschaffenheit hat, mit Beibehaltung der Werthe von Y,, Y. ... Y,, y um- 2 
kreist, die dritte Integraldifferenz der Gleichung (123.) nicht eine algebraische 
Function sein kann, also ein Abeisches Integral sein muss. 

Nur dann würde der eben gezogene Schluss hinfällig, wenn die 
Funetion a, gar keine Verzweigungspunkte hätte, d. h. rational durch x, 
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Y.. --- Y,„, y ausdrückbar wäre, oder nur solche Verzweigungspunkte, bei 
denen eine einfache Umkreisung den Funetionalwerth in ein Multiplum des 
früheren und eine Einheitswurzel zurückführte; dann werden aber in den ein- 
zelnen m-fachen, »-fachen, u. s. w. Windungspunkten a‘, «7, u. 8. w. ein- 
deutige Funetionen sein, also jedenfalls eine Potenz von u, z. DB. «, existiren. 
welche in der ganzen Riemannschen Fläche für «, eindeutig ist, d.h. sich 
rational durch z, Y,. ... Y,. y in der Form 

(129.) 4 = oT, en y) 
ausdrückt, worin ® eine rationale Function bedeutet. 

Ist aber nun die dritte Integraldifferenz der Gleichung (123.) nicht 
algebraisch, so darf es auch die erste nicht sein; denn wäre dies der Fall, 
so ergäbe sich vermöge der Periodieitätsmoduln der Integrale eine lineare 
Beziehung zwischen «#, und #,-mit constanten Üoeffieienten 

M,u,+M,u, = 0. 
‚as wieder unter der Annahme, dass der Ausdruck für z, nicht auf ein 
Abelsches Integral redueirbar sein soll, ausgeschlossen werden muss. Es 
liefert daher die Gleichung (123.) eine Beziehung von der Form 
(130) Bau —B w-B,u = 0, 

worin wir B,. also auch B\ von Null verschieden annehmen dürfen. 

Stellt man nun (122.) mit (130.) zusammen, so ergiebt sich 

131) 4=Rut+Re, %= Su+S;%. 

worin R,, R,, S,. S, Uonstanten bedeuten, die im Allgemeinen von den Perio- 
dieitätsmoduln der Integrale abhängen, aber auch von diesen unabhängig 
sein können. 

Lassen wir nunmehr die Variable ze noch einmal denselben Umlauf 
machen, so werden sich die den Gleichungen (131.) entsprechenden Bezie- 
hungen ergeben 

(132) u = Ru+Ru, % = Sıu+S;u., 
und aus (131.) und (132.) 

(133) uw =mum+tmu, % = m,u,-+ mu, 
worin m,, Ms, m,, m» Constanten bedeuten, und es hat somit #, — und dasselbe 
können wir von a, aussagen — die Eigenschaft, dass in der dasselbe defi- 
nirenden, mit Adjungirung von x, Y.. ... Y,. y irreduetibeln Gleichung 
in jedem ihrer Verzweigungspunkte, welcher nicht die Eigenschaft hat, dass 
11* 
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eine Umkreisung desselben den Funetionalwerth in ein Multiplum desselben 
und eine Einheitswurzel überführt, je drei Lösungen, welche auf einander 
folgende Elemente eines Cyklus sind, in homogener linearer Relation mit 
constanten Coeffieienten zu einander stehen. 

Nachdem nun die Beschaffenheit der Functionen «, und «, festge- 
stellt worden, wird es leicht sein, die Zusammensetzung der übrigen aus «, 
und @, zu ermitteln. Denn denken wir uns jetzt die in dem Integralaus- 
druck (118.) vorkommenden algebraischen Funetionen 

(a)  %, 5, %1($ı), S, %2(82) 
als Lösungen von algebraischen Gleichungen dargestellt, die mit Adjungirung 
von z, Y,, ... Y., 9, %, und , irreductibel sind, und bilden nunmehr eine 
Funetion £, welehe ebenfalls einer mit Adjungirung derselben Grössen irre- 
duetibeln Gleichung genügt, und durch welche sich die Funetionen (a.) mit 
Hülfe der Grössen x, Y,, ... Y,, 9, %, @, rational ausdrücken lassen, so 
wird, wenn wir x einen solchen Umkreis beschreiben lassen, dass Y,, 
Y., ... Yu, Y9, %, % ihre Werthe wieder annehmen, während t, in eine 
andere Lösung t, der sie definirenden irreduetibeln Gleichung übergeht, und 
die von dem Werthe £, rational abhängigen Werthe der veränderten Grössen 
(a.) mit 
u, 51, @1(8}), S3, %Wr(8}) 


bezeichnen, ein zweiter Integralausdruck sich ergeben 
(134 u er es s, (s.w\)d s, (s. w,)ds 
IE ao + u, / fi (s, w,)ds + u; f(s, w,) ds, 
der mit (118.) zusammengestellt, 


! 
Ss ıS 
»—3 = W—u+u, / (es, w.)ds— / fı(s, w,)ds\ 








+, / fe (s, w,)ds — / "pls, %0,) ds| = w 


liefert, worin ® der Voraussetzung gemäss eine algebraische Function 
bedeutet. Da aber, wenn die Integraldifferenzen nicht algebraische Func- 
tionen wären, sich wieder gegen die Voraussetzung eine homogene lineare 
Nelation mit eonstanten Coeffieienten zwischen x, und a, ergeben würde, 
so folgen, wenn beachtet wird, dass dieselben Schlüsse bestehen bleiben 
für alle Lösungen #, &, ... fs jener irreduetibeln £-Gleiehung und die 
daraus folgenden Integralgrenzen und Irrationalitäten, die nachstehenden 


Beziehungen: 
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s $s . 
("£@w)d-"f6,w)ds = 0 
g' »s 
f 'fı(s, w,)ds— / 1.68, w )ds = 9 


fr 


d—1) » 
n \ S, f “ » 
fı (S; w)ds—/ fı(s, w,)ds = W;_,, 


.. ® N . . 7 Ze . . . . 
und ähnliche Gleichungen für s., 8. ... si": hieraus ergiebt sich aber 


wieder, wie schon wiederholt gezeigt, mit Hülfe des Abelschen T'heorems 


’Ss, / N 1} on 
fs, w)d = WM logR, + 
(136 N ” 
96.) 
oa.,1m (Ss®,, | 
HM, l0ogN,+ 33; / "fi, w,)ds, 
1 . 





worin die hier vorkommenden Grössen die bekannte, gleich nachher zu 
wiederholende Bedeutung haben, und da man für das zweite Abelsche 
Integral die analoge Form erhält, so lässt sich z, nach (118.) umgestalten in 


= MM, wu logR, + Mu, lo ER, + +M, n,logN, 


197. + N,ulog SS, + VowlogS,+--+ N,wlogS, 
\ 4 i.) 
:S(#) u 


u Pr j4 \ 5 P} n 
M _ 1 $y' 1 f > ) } D u 5 y' 2 ? > “ > 
| d S,/ f; Ss, U ‚)ds "5 / f: 5. Ws ds. 


* Tr 


nn 





Nimmt man endlich an, dass die redueirte Differentialgleichung nur 
solche algebraischen Integrale besitzt, welche sich rational durch x, Y,,.... Y,.. 
y, a, und «, ausdrücken lassen, so wird, wenn man in (137.) x einen solchen 
veschlossenen Umlauf machen lässt, dass Y,. ... Y,„. 9, ”%. %, ihre Ausgangs- 
werthe wieder annehmen, das neue sich ergebende Integral sich von z, nur 


durch den algebraischen Theil unterscheiden und somit 
(1383) 2»2-,: = W-W=w 


sich ergeben, worin w der Voraussetzung nach rational von z, Y.. ... Y,, 
Y, %, %, abhängt; dies zieht aber als nothwendig nach sich, wie schon früher 
ausgeführt worden, dass die W definirende mit Adjungirung von z, Y.. ... Y,,. 
Y, %, a, irreductible Gleichung vom ersten Grade, also W rational durch 
eben diese Grössen ausdrückbar ist. 

Genau so gestaltet sich die Untersuchung für den Fall, dass das 
Integral z, der gegebenen Differentialgleichung mehr als zwei Abelsche In- 
tegrale enthält, und wir erhalten dann den folgenden allgemeinen Satz: 
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Wenn eine lineare nicht homogene Differentialgleichung 
d"z d"—1z 
= +8 der—! SE. Y„2 ur Y 
ein aus x und mehreren Abelschen Integralen mit algebraisch durch x aus- 
drückbaren Grenzen algebraisch zusammengesetztes Integral besitzt, so lässt 
sich dasselbe unter der Voraussetzung, dass die reducirte Differentialgleichung 
kein aus x und diesen Abelschen Integralen mit Grenzen, welche Zweige der 
ursprünglichen algebraischen Grenzen sind, algebraisch zusammengesetztes Inte- 
gral hat, entweder auf die Form bringen 


= ruf (s, w,)ds+ u. f ; (s, w)ds++u,f 'f, (s, w,) ds, 


in welchem fi, fi, -.. f, rationale Functionen, w, eine algebraische Function 
von s bedeutet, und in dieser Form sind u, ... U, Sy +. 8, (1), --- @,(S,) 


rationale Functionen der Coefficienten der Differentialgleichung x, Yı, --- Y.. 9; 
oder — und dieser Fall schliesst den früheren ein — es lässt sich allgemein auf 
die Form bringen 
2; — M-+ N, logR,+--+N,logR, 
„ps P5, pP) 
Er. Er >, 
ze 5 27 | fi (8, w,)ds+: + S 2,/ } [,(8; w,)ds, 
worin Ö eine ganze Zahl, p, das zur Irrationalität w, gehörige Geschlecht, 
M eine algebraische Function, N,, N, ... N, ganze homogene lineare Func- 
tionen von u, %, ... u, mit constanten Coefficienten, R,, R,, ... A, rationale 


Functionen von x, Yı,:.. Yan; % U, Ma, ».. u, sind, u, entweder von der Form 


ö 
rege 
Un _- Yo(z, Bi. ... gi y) 
ist, worin w eine rationale Function bedeutet, oder allgemeiner die Lösung einer 


mit Adjungirung von x, Yı, ... Y„, y irreductibeln algebraischen Gleichung 


ist, für welche je o+1 Lösungen in einem homogenen linearen Zusammenhange 
' RR | N 0 0 
aut t+t aut tu) = 0 
stehen, in welchem c,, C,, .».. ce’ Constanten bedeuten oder jede der Lösun- 
gen einer u,-Gleichung eine homogene lineare Function mit constanten Coef- 
ficienten von u,, %, ... a, von der Form ist 


! 


u, = Am + A: ++ A,u,, 


ferner 3, 8,» - S”« die Lösungen einer algebraischen Gleichung der 
Form sind: 
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Königsberger, über Integrale linearer nicht homogener Differentialgleichungen 


Fa] Pal, Y 7 . 
S/+F(®, N aneee Ems Yo an «oo u, S. u ©, Fran is oo: ), 


0/ 
s 


in welcher F,, ... F,. rationale Functionen bedeuten und 


W (SP) — 2, fs a Ys Uyyorı Uos Sr) 
ist, worin (2 wiederum rational ist. 

In allen Fällen ist u, ein algebraisches Integral der redueirten Diffe- 
rentialgleichung, und wenn angenommen wird, dass die reducirte Differential- 
gleichung nur solche algebraischen Integrale besitzt, welche rational durch «, 
Yır »++ Yon 95 U, U... u, ausdrückbar sind, so wird auch u diesen Charakter 
der rationalen Darstellbarkeit haben. 

In welcher Beziehung die Constanten e,, c,, ... ei’ zu den Einheits- 
wurzeln stehen, ist schon oben bei der Betrachtung der logarithmischen 
Integrale in einer Anmerkung ausgeführt worden. 


Heidelberg, den 15. October 1884. 








Bemerkung zu der in Bd. 98 dieses Journals ent- 
haltenen Abhandlung des Herrn Grünfeld: Zur 
Theorie der linearen Differentialgleichungen. 
(Von Herrn L. W. Thome in Greifswald.) 


Die Ausdrücke der Integrale einer homogenen linearen Differential- 
gleichung und der Differentialgleichung der integrirenden Faectoren ersterer 
Differentialgleichung in der Gränfeldschen Abhandlung Bd. 98 dieses Journals 
No. 1 (22.) (23.) sind von mir gegeben Bd. 76 dieses Journals S. 277 unter 
der Form 


gas. = u, fur u,de, ar 8 u, fdzur u... fun}, u.de, 


Kon. Mar fu, Km un (drununt...fuu;' dx; 

; 1% 
D,-ı’ 
wo D, die Determinante der Integrale y, bis y, und ihrer a—1 ersten Ab- 
leitungen bedeutet, ist von mir Bd. 87 dieses Journals S. 296, 297 auf die 
bereits von Hesse Bd. 54 dieses Journals S. 249 ete. (61.) (71.) gegebenen 
Formeln 


die Darstellung der Grössen « durch Determinanten der Integrale, u, = 


D D._,D 
— at . 6 ar U. a 
D,zuu on, sen, = A SE 


wo 
yı=dı, = vi fv.de, re vo (dev... v„ de 

ist, zurückgeführt. Vergl. die Uebersicht meiner Abhandlungen über lineare 

Differentialgleichungen Bd. 96 dieses Journals No. 2 S. 197, No. 14 S. 241. 

Greifswald, den 4. Juli 1885. 
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Ueber die Zerlegung ganzer ganzzahliger Functionen 
in irreductible Factoren. 
(Von Herrn ©. Runge.) 


r Ba er ee A 
RR EEE en en Pa "> EHEN i 


PP SE 


In seinen Grundzügen einer arithmetischen Theorie der algebraischen 
= Grössen (dieses Journal Bd. 92, $4) giebt Herr Kronecker die folgende 


SEN 7 Bee 


& 
#7 Methode an, eine ganze ganzzahlige Funetion einer Veränderlichen auf ihre 
! Irreduetibilität hin zu untersuchen. 
N „Ist zu entscheiden, ob eine ganze ganzzahlige Function einer 
ü Variabeln x rationale Divisoren hat oder nicht, so braucht man, 
i wenn dieselbe vom Grade 2n oder 2r+1 ist. offenbar nur die 
etwaigen Theiler »!*" oder niedrigeren Grades zu ermitteln. Sind 
{ nun Fu, Fi, Pa, ».. 7, beliebige, von einander verschiedene positive 
g 


oder negative ganze Zahlen, und setzt man 


ER (e—r,)(r—r,)...(2—r,) ‚x _ @-r)(e—r,)...(z—r 
a A re *, en 2 
nr) Te) NN tr) lt Te 





so ist jede ganze ganzzahlige Funetion f(z), deren Grad höchstens 

3 gleich » ist, als ganze ganzzahlige lineare Funetion der »+1 Func- 
| tionen g(x) darstellbar, und zwar ist 

fe) = fi) @)+fr)n@) + + flr)g. (a 

Soll also f(x) ein Theiler der vorgelegten Funetion F(z) sein. so 

muss bei dieser Darstellungsweise der Coeffleient von q,(r) ein 

Divisor der ganzen Zahl F(r,) sein, und man hat daher nur eine 

2 endliche Anzahl von Coefficientensystemen zu diseutiren, um alle 

2 Theiler von F(z) zu erhalten oder der Irreduetibilität von Fr 

gewiss zu sein.“ 
Diese Methode scheint auf den ersten Anblick nur ersonnen, um dem 
Begriff der Irreduetibilität, wie Herr Kronecker sagt, eine sichere Grundlagı 





zu geben, ohne dass darauf Bedacht genommen ist, möglichst schnell zum 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 12 
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Ziele zu gelangen. Es wird nämlich die Anzahl der Werthsysteme, welche 
sich für f(ru), fr), --» fr.) ergeben, schon bei einfachen Funetionen im 
Allgemeinen sehr beträchtlich. Herr Kronecker pflegt nun in seinen Uni- 
versitätsvorlesungen bei dieser Gelegenheit zu bemerken, dass nicht alle 
diese Werthsysteme für f(r), f(r), --. f@r.) zu einer ganzzahligen Func- | 
tion f(x) führen. Da nun aber F(x), wenn es überhaupt zerfällt, als Pro- | me 
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duet von ganzzahligen Divisoren dargestellt werden kann, eine Eigenschaft, ! 
auf welche eben diese Methode der Zerlegung in irreducetible Factoren ge- ' 
gründet ist (vergl. Kronecker dieses Journal, Bd. 94, pag. 347 No. 2.), so I « 
braucht man nur diejenigen Werthsysteme zu beachten, welche einer ganz- 
zahligen Function f(z) entsprechen. | 
Im Folgenden soll gezeigt werden, wie man durch Berücksichtigung 
dieses Umstandes, verbunden mit einer anderen Eigenschaft von f(x), welche | 
weiter unten auseinandergesetzt werden wird, die Anzahl der zulässigen 4 | 
Werthsysteme für f(ru), f(rı), -.. /(@r,) von vorne herein, d.h. ohne f(x) : 
auszurechnen, so einzuschränken vermag, dass das Verfahren zur thatsäch- | 4 
lichen Ausführung höchst zweckmässig wird. Ei 
I; 
I. : 
er me 
Seien ’ 
ae Se AR SE u. E 


die sämmtlichen positiven und negativen Theiler von F(r,), so haben wir 
für fr), fr), --. f(r„) diese Möglichkeiten: 


f(ro) un O,. ©. RR Hr.) 





. 


' £ 2 „(vr ,) 
G,, GI, [) . . . G a 


/ 


( 


fr) = 0, 9, 2... 0m. 


n I n» 
Es handelt sich darum, auf einfache Weise diejenigen Werthsysteme für 
fir) f(rı), -». f(r„) herauszufinden, welche zu einer ganzzahligen Function 
f(x) führen. 
. . . T)—T(r, . 

Wenn f(x) ganzzahlig ist, so ist auch Ki u °) eine ganze ganz- 
zahlige Funetion, mithin f(r;)— f(r.) durch r;—r, theilbar. Es kann daher 4 
ein 9, nur mit einem solchen ©, einem zulässigen Werthsysteme angehören, 3 
für welches 
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9, = 09, (mod.r, —r,, 
ist. Ebenso kann ein Werthepaar 9,9, nur mit einem solchen ©, 
zulässigen Werthsysteme angehören, für welches zugleich 


einem 

0, = ©, (mod.r,—r,) und ©, 

Allgemein schliesst man, dass 

(4) 

0, , 

nur dann ein zulässiges Werthsystem sein kann, wenn die sämmtlichen 
Congruenzen 


= 6, (mod.r,—r,). 


we... ge 


n 


are) = 0, (mod.r,—r;) 
erfüllt sind. | 
Es ist zweckmässig, von vorne herein die Grössen © unter diesem 
Gesichtspunkte zu berechnen und zu ordnen, und zwar etwa in folgender 
Weise: 
Man berechne die Werthe von F(«) für »- 
Argumente ru Ti, +.» 


1 verschiedene ganzzahlige 
r„ und zerlege sie in Primfaetoren. Die Zerlegung 
in Primfactoren muss mit Hilfe der Divisorentafeln geschehen, da die Arbeit 
sonst bei einigermassen grossen Zahlen sehr bedeutend ist. 
von F(r,) bilde man sämmtlich. Von den Divisoren von F(r,) brauchen 


nunmehr nur diejenigen gebildet zu werden, welche den Divisoren von 


Die Divisoren 


F(r,) (mod.r,—r,) eongruent sind. 
sammten Anzahl 


Diese lassen sich leicht aus der ge- 


herausheben, indem man auch die 


Primfaetoren von 
F(r,) auf ihre kleinsten Reste (mod.r,—r,) redueirt, und in dieser Form 
herausfindet, welehe Combinationen von Primfactoren zulässige Divisoren 
liefern. Die zulässigen mögen mit ©, ©, ... 9") bezeichnet werden. 

Von den Divisoren von F(r,) bildet man nur diejenigen, welche 
zugleich (mod.r,—r,) irgend einem Theiler von F(r,) und 


irgend einem der berechneten Theiler von Fr, 


mod.r,—r,, 
congruent sind, u. =. f. 
Nachdem dies geschehen, ordne man die gefundenen Thheiler in der 
folgenden Weise. Entsprechend den Grössen 9, 9, ... 06» werden ı 
Abtheilungen gebildet: 
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In die erste Horizontalreihe jeder dieser Abtheilungen werden die- 
jenigen der Grössen @, eingetragen, welche dem betreffenden 9, (mod.r,—r,) 
eongruent sind. Dadurch zerfällt jede der Abtheilungen in Unterabtheilungen 
entsprechend den Grössen ©,, welche daselbst vorkommen. In jede der Unter- 
abtheilungen werden diejenigen der Grössen ©, eingetragen, welche zugleich 


dem entsprechenden ©, (mod. —r,) und dem entsprechenden ©, (mod. n,—r,) 
eongruent sind, u.s. f. Findet sich für eine Combination 9, 9, ... 9, _ 
kein ©,, so ist diese Combination auch bei allen folgenden Rechnungen 
unberücksichtigt zu lassen. Die so geordnete Tabelle liefert alle Werth- 
systeme 9, 9, ... ©,, für welche die Congruenzen 
9,.= 9, (mod. | r;) 

sämmtlich erfüllt sind. 

Aus dieser Tabelle berechne man nun eine neue, welche die mög- 
lichen Werthe der Function 


ii (2) = um -ffr,) 


—?r 


0 
für 2=r,r,... r, angiebt. Man ziehe also die Glieder der ersten Hori- 
zontalreihe von den entsprechenden Gliedern der übrigen Horizontalreihen 
ab und dividire durch die betreffende Differenz r,—r,. Von diesen Werth- 
systemen fi (r,), fi(r3), »-. fı(r,) gilt nun ganz dasselbe, dass sie nur dann 
‚einer ganzzahligen Function entsprechen, wenn 
her)=f(r,) (mod.r,—r,) 

ist, und alle mit diesen Bedingungen unverträglichen Combinationen sind 
daher wegzulassen. 

Aus den übrig bleibenden Zahlen leite man eine neue Tabelle der 
Werthe von 


h@) = Hal: fer) 


a 
für die Argumente 2 =r, r, ... r, Ra Sie steht in derselben Beziehung 
zu fi(x), wie f(x) zu f(x). Auch hier sind die mit einer der Bedingungen 
£e)=f(rz) (mod.r,—r;) 
nieht vereinbaren Combinationen wegzulassen. Wenn man auf diese Weise 
fortfährt, so gelangt man bei jedem Schritte zu einer neuen Function, 
deren Grad um eine Einheit niedriger ist als der Grad der vorhergehenden. 
Wenn also der Grad von f(x) gleich m ist (m —.n), so wird f„ eine Con- 
stante sein, und wenn m <n ist, so sind fan »»» ze gleich Null. 
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Die Tabellen liefern nun eine Anzahl ganzzahliger Werthsysteme für 
Fr) Ken. :. tr 
Jedem derselben entspricht eine ganzzahlige Funetion f(x). Denn es ist 
f®) = fr)+hle)(e=n) Aha)=her)+thR@) en), 
I: (€) TUR h ) + fı (2—r,_,) 


und mithin 
fe) = fr) +hr)e-r)+Hh(n) (en) ern) te +h@n)..(ar, 
Da fr), fir), --- fu ganze Zahlen sind, so ist f(x) ganzzahlig. 

Aus dieser Form von f(x) sieht man, dass der Coeffieient der höchsten 
Potenz gleich der letzten Zahl in der Reihe 

hr), Ad fi 
ist, welehe nicht gleich Null ist. 

Man braucht nur diejenigen 'Theiler aufzusuchen, in denen dieser 
Coeffieient positiv ist; denn mit f(x) ist auch — f(z) ein Theiler der gege- 
benen Function; in einem von beiden muss aber jedenfalls der Coefficient 
der höchsten Potenz positiv sein, und es ist nicht nöthig, beide zu berechnen. 

Der Coeffieient der höchsten Potenz in f(x) ist ein Thheiler von a,. 
Alle diejenigen Combinationen also, für welche diese Bedingung nicht er- 
füllt ist, sind zu verwerfen. 

Ferner genügt es, die Tabellen nur für diejenigen Abtheilungen aus- 
zuführen, welche den positiven T'heilern von F(r,) entsprechen; denn die 
übrigen Abtheilungen ergeben sich, wenn ich alle Zahlen in ihr Entgegen- 
gesetztes verwandle. 


Il. 
Die Anzahl der in Betracht zu ziehenden Möglichkeiten kann noch 
weiter eingeschränkt werden. Wenn nämlich F(@) = a2’ +a, 2" +... -+a, 


ist, so ist offenbar |F(x)| grösser als: 


=rlal-jalle"-ie le] |a,| 





IP 
ei 7), 


Da nun dieser Ausdruck, wenn er für |e|=o positiv ist, auch für |x| > eo 
positiv bleibt, so ist e eine obere Grenze der Wurzeln von F(x) =. 


bezeichnet m den grössten der absoluten Beträge von a, @, ... a, und 


l 





wird |z| grösser als 1 vorausgesetzt, so ist 
m 
x] —1 


a \e2|"+la,||e|?-+--+]a,| ac] < 
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m 
1a, | 
wird man aber durch Probiren ohne Mühe einen kleineren Werth für o 
finden. 


Mithin wird es jedenfalls ausreichen, oe = +1 zu setzen. Im Allgemeinen 


Diese obere Grenze der Wurzeln lässt sich nun für die Zerlegung 
von F(x) benutzen. Bezeichnet nämlich f(x), wie oben, einen Theiler von 
F(z), so wird eg auch eine obere Grenze der Wurzeln von f(@)=0 sein, 
und daher werden die Coeffieienten von f(x) dem absoluten Betrage nach 
kleiner sein als die entsprechenden Coeffieienten in 


al (e+e)" 
oder (wenn man beachtet, dass das von @ unabhängige Glied in f(x) ein 
Theiler von a, sein muss) kleiner als die entsprechenden Coeffieienten in 


\a|(2+E)"—- |ajo”"+la,|. 
Daher ist 


fera)] <la|lir.|+ 9)" oder auch fer.) <Ia|lr.I+e)"—|a|e"+la,|. 
Wenn ferner f(z)y(z) = F(z), so hat man aus demselben Grunde 
ea] < laj(Ir.|+0P”" oder auch [9 .)]<IalIr.|+ 9" -Iale"+a, 
und daher 
' IF(re)| IFCra)| 

(r, a en gr Te Do Para er 
> ar. ja, Ir. Fer "ale" + la, 
Es ergiebt sich also für |f(r.)| ein Intervall A bis B@®, innerhalb dessen 
es liegen muss. Alle diejenigen Theiler von F(r,), deren absoluter Betrag 
ausserhalb dieses Intervalles liegt, kommen für die Theiler mten Grades 
nicht in Betracht. 


oder auch |f(r,)| > 


a 








III. 
Nach diesen Vorschriften soll nun ein Beispiel gerechnet werden. 
Es sei die zu untersuchende Function 
F(x) = 32°+72°— 102°’—192°+ 1722°+710°+172—66. 

Man wähle die Argumente 7, 0, —2, —8. Im Allgemeinen ist es vortheil- 
haft, die Argumente so zu wählen, dass die Differenzen r„— rs möglichst 
gross werden. 

Dadurch erhält man grosse Congruenzmoduln und mithin eine ge- 
ringere Wahrscheinlichkeit, dass zwei Zahlen congruent sind. Nur muss 
man sich innerhalb der durch die vorhandenen Divisorentafeln gezogenen 
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Schranken halten. Zunächst rechne man F(«) für diese Argumente aus und 
zerlege es in Factoren. Dann berechne man o und die Grenzen A”) B”) 


4 für m =1, 2, 3. Das giebt die folgenden Werthe 
i | +F(«) AU) BO A® B@) A®) BG) ” 








| i 7 117.293.631| 0, 36 | 4, 432 |44, 4900 
| eu Eh.) 0 |o, 06 
—2 | 2%.139 0, 21 0. 138 GV, 120 
—EET 10127 0, 390 08, 6 


Für = 17 kommen die wenigsten Theiler vor. Nur 1, 17, 293, 631 liegen 
in den verlangten Grenzen. Daher werde r,—=7 gesetzt. Für r, wähle 





RENT RE a ee 


i man —8, weil die Zahl der in den nöthigen Grenzen liegenden Divisoren 

nicht viel grösser ist als diejenige der Divisoren für O0 und —2, zugleich 
aber der Congruenzmodul 7+8 erheblich grösser. 

Die Zahlen 1, 17, 295, 631 sind (mod.15) eongruent 1, 2, 8. Um 


gruent sind, redueire man die Primfaetoren von F(—8) für den Modul 15 
auf ihre kleinsten Reste 


die Divisoren von 2.7.19.127° zu finden, welche 1. 2. 8 (mod. 15.) eon- 





Hier hat man innerhalb der gefundenen Grenzen 


l, -2!=1 3, -41=2, —7, 24 277 =8, 
also 
| 1, -14, 234 =1, 2, -133, -2413=2, -7, -127, 38, 1778 = 8 
® Die Tabelle beginnt mithin mit den folgenden beiden Reihen 
$: m—3 
d == 2 
m — 1 | 
ii | 17 293 631 
7 ui r | -8| 7 I -19 5,88. | 1708 | 85 


Den Theilern ersten Grades können für 2=7 wegen der gefundenen 
Grenzen nur die Zahlen 1 und 17, den Theilern zweiten Grades nur die 
Zahlen 17 und 293, den Theilern dritten Grades nur 293 und 631 ent- 
sprechen. Das ist in der Tabelle durch die drei Absätze m=1, m=2, 
m=3 angedeutet. Darnach sind in die Abtheilung für 1 z. B. nur die- 


*) Die Grenzen A, B sind nicht alle bis auf die Einheit genau ausgerechnet. 
Nur ist Bedacht darauf genommen, dass die hingeschriebenen Zahlen das wahre 
Intervall einschliessen. 
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jenigen Theiler von F(—8) zu setzen, welche ausser den früher genannten 
Bedingungen noch diese erfüllen, dass sie in den Grenzen für m=1 liegen, 
also nur 1 und —14, während 254 zu gross ist. | 

Für r, setze man 0 und —2 für r,. Dann wird die Tabelle aus vier 
Horizontalreihen bestehen. Darunter sind die Tabellen für f(x), f(x) und 
f; gesetzt, um ihre Entstehung aus einander übersichtlicher zu machen. 

m=> 
u Fe 20 
m == | 

Sr Be ar 293 0068 
ee et ee N ie 
ol u en el 

ET a 2 BI 

u 0 | N l 10 17 | —99 59 
Shah: Mc Ei es Die Sr ae et 

1.0 143 Ze 010 a Ze Ei 0e ]. 200 

E. Ö 01 —1 18 | 4 

Ds RE: 1 tur u Te 7 
f, 0 0 | —2| 1 


In der Tabelle für f,(&) sind die Zahlen 2 und 33 durchstrichen, 
weil sie den Zahlen 10, resp. 17 (mod.6) nicht eongruent sind, ebenso in 
der Tabelle für f(x) die Zahlen 0 und 7, weil sie —1, resp. 4 (mod. 2) 
nicht eongruent sind. In der Tabelle für £5 ist —2 weggestrichen, weil es 
kein Thheiler von a, ist. 

Derjenige Theil der Tabellen, welcher den negativen T’heilern von 


FIN 


F ( / ) 


\ 
aus dem hingeschriebenen Theil entsteht, dadurch dass man alle Zahlen 


in ihr Enntgegengesetztes verwandelt. 


entspricht, braucht nicht besonders hingeschrieben zu werden, weil er 


Wenn man jetzt beachtet, dass man sich nur um diejenigen Theiler 
f(x) zu kümmern braucht, in denen der Coefficient der höchsten Potenz 
positiv ist, so bleiben für f(r,), A(r), £(r), £& nur die folgenden drei Com- 
binationen übrig 

(1,0,0,0), (1,1,0,0), (631,59, 4,1). 
Der ersten Combination entspricht die Zahl 1, der zweiten Combination 
entspricht 
1+1.(2—-7) oder 2-6. 
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Aber e—-6 kann kein Theiler sein, weil &=6 ausserhalb der gefundenen 
Grenze e=5 liegt. Die dritte Combination liefert die Funetion 
631492 -H)+L4lc (ce +8)+(2-T)a+8)r 
oder 
2’ +50 +12 —6. 
Versucht man hiermit die Division, so ergiebt sich, dass der Rest Null und 
dass F(xz) gleich dem Produete der beiden Factoren 
++ 6, 3r—-Sr?’+9r+102+11 
ist; und diese beiden Factoren müssen irreductibel sein, da F(x), wie be- 
reits ermittelt worden ist, keine Factoren ersten und zweiten Grades hat. 


Berlin, December 1884. 





Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 









Bemerkung anlässlich des Aufsatzes von Herrn 
O0. Hermes über eine gewisse Curve dritten Grades *). 
Hierzu Figurentafel 1.) 


(Von Herrn P. H. Schoute in Groningen.) 


Im November 1852 schrieb Steiner: 

„Sind in einer Ebene zwei begrenzte Geraden AB und CD in be- 
liebiger fester Lage gegeben, so besteht der Ort desjenigen Punktes, aus 
welchem dieselben unter gleichen Winkeln (oder auch unter Winkeln, die 
zwei Rechte betragen) gesehen werden, aus zwei Curven dritten Grades.“ 

„beide Curven gehen durch die vier Endpunkte der gegebenen Ge- 
raden, sowie durch ihren. gegenseitigen Schnittpunkt. Ferner haben die 
Curven diejenigen zwei Punkte gemein, aus welchen beide Geraden unter 
rechten Winkeln erscheinen. Die zwei übrigen gemeinschaftlichen Punkte 
der Curven sind imaginär und liegen auf der unendlich entfernten Geraden. 
Der Satz umfasst viele, theils interessante specielle Fälle, welche unter 
besonderen Annahmen rücksichtlich der gegenseitigen Lage und der Grösse 
der beiden Geraden eintreten **).* 

Ein speeieller Fall dieses allgemeinen Steinerschen Satzes ist im 
vergangenen Jahre hauptsächlich auf analytische Weise a. a. OÖ. von Herrn 
O0. Hermes behandelt worden. Es sei mir erlaubt, in diesen Zeilen nachzu- 
weisen, wie die Resultate des Herrn Hermes sich den mittelst synthetischer 
Betrachtungen von den Herren K. Küpper, C. Pelz und H. Schröter er- 
haltenen allgemeinen Ergebnissen unterordnen; dabei werde ich ausserdem 


*) Dieses Journal, Bd. 97, 8. 177. 

##) Dieses Journal, Bd. 45, S. 375 oder Jacob Steiners gesammelte Werke, zweiter 
Band, 8. 487. 

In den „Nouvelles Annales de Math&matiques“ (3° Serie, Tome III 1884, S. 351) 

wird das Problem von Herrn E. Fauquembergue auf’s neue gestellt und dabei auf den 

Fall von zwei einander senkrecht schneidenden begrenzten Geraden Gewicht gelegt. 
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Gelegenheit finden, eine nicht ganz richtige Stelle des neu erschienenen 
Aufsatzes auszugleichen. 


1. Versteht man zur Vermeidung von Zweideutigkeiten unter dem 
Winkel APB (Fig. 1) denjenigen Winkel. um den man die riehtungslose 
Gerade AP um ihren Schnittpunkt P mit der riehtungslosen Geraden BP 
im Sinne der Bewegung eines Uhrzeigers drehen muss, damit sie mit BP 
zusammenfalle, so ist der Ort der Punkte P, für welehe der Winkel APB 
einen bestimmten Werth hat, bekanntlich ein Vollkreis.. Es ist dann der 
Ort der Punkte P, für welche die Winkel APB und CPD einander gleich 
sind, offenbar der Ort der Schnittpunkte der einander entsprechenden Kreise 
in den einander projeetivisch verwandten Büscheln A, B und €, D. Dieseı 
Ort würde bekanntlich eine Curve vierter Ordnung sein, welche dureh A, 
B, C und D geht und die imaginären Kreispunkte zu Doppelpunkten hat. 
wenn nicht der aus der Geraden AB und der unendlich fernen Geraden be- 
stehende Kreis des Büschels A, B dem aus der Geraden CD und der un- 
endlich fernen Geraden bestehenden Kreise des Büschels ©, D entspräche, 
und die unendlich ferne Gerade sich also als uneigentlicher Theil vom Orte 
absonderte. Es bleibt deshalb eine durch A, B, C, D und die imaginären 
Kreispunkte gehende Curve dritter Ordnung übrig. Und es leuchtet un- 
mittelbar ein, dass der Ort des Punktes Q, für welchen die Winkel AOB 
und COD einander zu zwei kechten ergänzen, oder die Winkel AQB und 
DOC einander gleich sind, eine ebenfalls durch A, B, C, D und die ima- 
sinären Kreispunkte gehende Curve dritter Ordnung ist, und dass die drei 
Punkte, welche die beiden Curven weiter noch gemein haben, wirklich die 
oben von Steiner angegebene Lage haben. 


2. Wenn der Punkt P (Fig. 2) in Beziehung auf AB und CD so 
gelegen ist, dass die Winkel APB und CPD einander gleich sind, so wird 
der Kegelschnitt mit den Brennpunkten B und C, welcher AP berührt, eben- 
falls DP berühren. Also ist der Ort der Punkte P, für welche die Winkel 
APB und CPD einander gleich sind, nicht verschieden von dem Orte der 
Schnittpunktequadrupel von den aus A und D an die Kegelschnitte mit 
den Brennpunkten B und © zu legenden Tangentenpaaren. Dieser letztere 
Ort ist als Ort der Glanzpunkte von der Schaar der Kegelschnitte mit den 
Brennpunkten B und © für A und D als Lichtquelle und Ange (oder aber 


13 * 
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mit den Brennpunkten A und D für B und C als Lichtquelle und Auge) 
von Herrn Pelz *) eingehend untersucht. Unter Anderem hat Herr Pelz 
gezeigt, 

a) dass die Gegenecken der Vierseite., welche von den aus A und D 
an die Schaar der Kegelschnitte mit den Brennpunkten B und € zu führenden 
Tangenten gebildet werden, eins der drei Systeme von conjugirten Punkte- 
paaren der Öurve liefern, und dass dieses System die imaginären Kreispunkte 
als Punktepaar aufnimmt; 

b) dass die Curve sich nicht ändert, wenn man die Punktepaare AD 
und BC durch irgend zwei andere Paare desselben Systems ersetzt; 

c) dass die Tangente in P an die Curve erhalten wird als die zweite 
Tangente von P an denjenigen Kegelschnitt der Schaar mit den Brenn- 
punkten B und C, welcher die Verbindungslinie von P mit seinem für das 
angewiesene System eonjugirten Punkte berührt; 

d) dass die aus P an die Curve zu führenden Tangenten die zwei 
Tangentenpaare aus P an die durch P’ gehenden Kegelschnitte der durch 
B und C als Brennpunkte bestimmten Schaar sind; 

e) dass die Curve einen Doppelpunkt haben wird, sobald A und D 
auf einem Kegelschnitte mit den Brennpunkten B und € und also auch B 
und C auf einem Kegelschnitte mit den Brennpunkten A und D liegen. 

Ich hebe zunächst nur aus b) hervor, dass die begrenzten Geraden P, P; 
und Pi P; oder P,P; und P,P;,, welche zwei beliebig gewählte Paare von con- 
jugirten Punkten P,, P; und P;, P; des der Betrachtung zu Grunde liegenden 
Systems kreuzweise verbinden, sich an die Stelle von AB und CD setzen 
lassen, ohne dass dadurch die in der von Steiner angegebenen Weise er- 
zeugte Curve irgend eine Aenderung erleidet. Allein es ist dann offenbar 
der Ort des Punktes 0, für welchen die Winkel P,QP, und POP, eim- 
ander gleich sind, verschieden von dem Orte des Punktes Q, für welchen die 
Winkel ABB und DOC einander gleich sind. 


3. Hat der Punkt P (Fig. 3) in Bezug auf AB und CD eine solche 
Lage, dass die Winkel APB und CPD (d.h. CPD') einander gleich sind, 
so wird es einen dem Vierseite ABDC eingeschriebenen Kegelschnitt geben, 


*) Sitzungsberichte der math.-naturwissensch. Klasse der Kais. Akademie der 
Wissenschaften in Wien, Bd. 64, S. 730: „Ueber das Problem der Glanzpunkte‘“. 
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von welchem ? einer der beiden Brennpunkte ist. Es ist also der Ort des 
Punktes P, für welchen die Winkel APB und CPD einander gleich sind, 
auch als der Ort der Brennpunkte von der dem Vierseite ABDC einge- 
schriebenen Schaar von Kegelschnitten zu betrachten. Von dieser Ent- 
stehungsweise ausgehend hat Herr Schröter *) dieselbe Curve dritter Ord- 
nung untersucht und weiter gefunden, 

f) dass die als Brennpunkte desselben eingeschriebenen Kegelschnittes 
einander entsprechenden Punkte P die Paare von eonjugirten Punkten eines 
der drei Systeme bilden, dass dieses System die beiden Kreispunkte als 
Paar enthält, und dass jedes Punktepaar, welches mit irgend zwei Paaren 
des Systems die drei Paare von Gegenecken eines vollständigen Vierseits 
bildet, immer dem Systeme angehört; 

g) dass die Curve sich bei Ersetzung der Paare AD und BC durch 
irgend zwei andere Paare desselben Systems nicht ändert: 

h) dass die Mitten der die beiden Punkte der Systemenpaare ver- 
bindenden Strecken als Mittelpunkte der dem Vierseite eingeschriebenen 
Kegelschnitte eine bestimmte Gerade erfüllen: 

i) dass die Curve aus irgend einem Paare AD von zwei projeetivisch 
verwandten hyperbolisch gleichseitigen Strahleninvolutionen, welche sich in 
halb perspectivischer Lage befinden, erzeugt werden kann; 

k) dass aber die einfachste Erzeugungsweise der Curve erhalten wird, 
wenn man sie betrachtet als den Ort der Schnittpunkte von den Kreisen 
eines Büschels mit ihren durch einen festen Punkt gehenden Durchmesserz, 
wobei dann das Kreisbüschel von den über AD und BC als Durchmessern 
beschriebenen Kreisen bestimmt, und der feste Punkt der Brennpunkt der 
einzigen Parabel der Schaar von den dem Vierseite ABDC einbeschriebenen 
Kegelschnitten ist. 

Aus der letzteren Construction der Curve, welche von Herrn Küpper 
herrührt, erhellt unmittelbar, dass der Scheitel des Büschels von Durch- 
messern zu gleicher Zeit der reelle Schnittpunkt der beiden imaginären. 
nach den Kreispunkten gerichteten Asymptoten der Curve ist. Dieser so- 
genannte doppelte Brennpunkt der Curve muss, da die Kreispunkte einander 


*) Matlı. Annalen von A. Clebsch und C. Neumann, Bd. 5, 8.50: „Ueber eine be- 
sondere Curve dritter Ordnung und eine einfache Erzeugungsart der allgemeinen Curve 
dritter Ordnung“. 
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eonjugirt sind, auf der Curve liegen; was von der Küpperschen Construction 
unmittelbar dargethan wird. 







4 Wenn man, wie in dem von Herrn Hermes untersuchten Falle, 
die Punkte B und € (Fig. 4) zusammenfallen lässt, so untersuche man zu- 
nächst, welche Aenderung die beiden von Steiner erwähnten Curven dritter 
Ordnung im Allgemeinen erleiden. Nimmt man dabei an, dass die Grenz- 
lage des Zusammenfallens der Punkte B und © von der beliebigen Lage 
(Fig. 1) aus erreicht wird, und betrachtet man die Lage der Punkte B, C 
und des Schnittpunktes V von AB und CD unmittelbar vor der Coineidenz 
(Fig. 5), so leuchtet es ein, dass bei der Coineidenz für beide Curven die 
Tangentenrichtung im Coineidenzpunkte unbestimmt wird, und der Coineidenz- 
punkt ein Doppelpunkt von beiden Curven werden wird. Aber das weitere 
Verhalten der beiden Curven ist ganz verschieden. Denn während der Ort 
der Punkte P, für welche die Winkel APB und CPD einander gleich sind, 
eine eigentliche Curve dritter Ordnung mit dem Doppelpunkte B, C ist, 
zerfällt der Ort der Punkte O, für welche die Winkel AOB und DOC 
einander gleich sind, in drei Gerade. Es besteht nämlich der Ort der 
Schnittpunktequadrupel der von den Punkten A und C an die Kegel- 
schnitte mit den Brennpunkten B und D zu legenden Tangenten bei Coin- 
cidenz von B und C aus den beiden von B, C zu den imaginären Kreis- 
punkten führenden Geraden; denn es bilden diese Geraden die gemein- 
schaftlichen Tangenten aus C an die Kegelschnitte der Schaar. Aber zu 
diesen beiden Geraden gesellt sich die Gerade AD, deren Punkte eben- 
falls der Forderung des Problems Genüge leisten. 
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Der Satz e) von Art. 2 führt uns ohne irgend eine Coineidenz von 
zweien der vier Punkte A, B, C, D auf Streckenpaare AB und CD, die 
als Ort der Punkte P, für welche die Winkel APB und CPD einander 
gleich sind, mit einem Doppelpunkte behaftete Curven dritter Ordnung 
liefern. Dazu hat man auf irgend einem Kegelschnitte K (Fig. 6) mit den 
Brennpunkten A und D nur zwei Punkte B und C beliebig anzunehmen: 
hierbei wird dann, nach der in Art. 2 vorausgesetzten Entstehungsweise des 
Ortes dritten Grades, der Schnittpunkt E der Tlangenten von K in B und C, 
d.h. der Pol von BC in Bezug auf K, der Doppelpunkt dieser Curve sein. 
Es geht aus dem oben angeführten Satze e) schon hervor, — und es ist ein 
Leichtes, dies auch direet zu beweisen —, dass A und D auf einem Kegel- 
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schnitte AK’ mit den Brennpunkten B und C liegen werden, wenn BD und © 
sich auf einem Kegelschnitte K mit den Brennpunkten A und D befinden; 
und so ergiebt sich hier beiläufig weiter, dass der Poli von BC in Bezug 
auf K ebenfalls der Pol von AD in Bezug auf K' sein muss; denn bei 
Vertauschung der Paare AD und BC ändert sich die Curve dritten Grades 
nieht, und diese Curve hat nur einen Doppelpunkt *). 

Sind die Punkte B und € (Fig. 6) beliebig auf K gewählt, so werden 
die Punkte B und D im Allgemeinen nicht auf einem Kegelschnitte mit 
den Brennpunkten A und € liegen, und deshalb wird der Ort des Punktes 
0, für welehen die Winkel AQB und DOC einander gleich sind, keinen 
Doppelpunkt aufweisen. Wenn aber die Punkte B und C auf K eine solche 
Lage haben, dass A und C die Brennpunkte eines durch B und D gehenden 
Kegelschnittes / (Fig. 7) sind, so hat auch der zweite Ort der Punkte Q 
für die Streeken AB und CD einen Doppelpunkt. Offenbar kann man diese 
lage der Punkte B und C hervorrufen, indem man C willkürlich auf K 
annimmt, und dann B in einen der vier Schnittpunkte **) von K mit dem 
durch D gehenden Kegelschnitte Z, welcher A und C zu Brennpunkten 
hat, verlegt. Es entsteht dabei im Allgemeinen ein sehr merkwürdiges 
Viereck ABCD, für welches jedes Paar von Eekpunkten sich allemal auf 
einem Kegelschnitte befindet, welcher das andere Paar von Eckpunkten zu 
Brennpunkten hat. Denn wenn die Gleichungen AD+DB= AC+CB und 
AD+DC= AB+BC gelten, so gilt auch die Gleichung AB+BD = AC+CD, 
u.8s. w. In diesem Falle führen die vier Punkte A, B, C, D in der von 
Steiner angegebenen Weise zu drei Curven dritter Ordnung mit einem 
Doppelpunkte 


> rs 
Kaese\ 


/ 


*) Nur wenn B und C auf zwei Kegelschnitten mit den Brennpunkten A und D 
liegen, muss man bei Anwendung dieses Satzes Vorsicht üben. Ist z. B. das Viereck 
IBCD ein Rechteck, so ist der Pol von BC in Bezug auf die Ellipse durch B und (, 
welche A und D zu Brennpunkten hat, nicht der Pol von AD in Bezug auf die dureh 
A und D gehende Ellipse mit den Brennpunkten B und C, sondern in Bezug auf 
die durch A und D gehende Hyperbel mit den Brennpunkten B und ©. 

*#) Wenn die beiden Kegelschnitte Ellipsen sind, so sind von diesen vier Sehnitt 
punkten bekanntlich höchstens zwei reell. 

*##) Es hat Herr Pelz a. a. O. bemerkt, dass die von den Paaren AD und BC 
bestimmte Curve dritter Ordnung zerfallen wird, sobald die Punkte B, C auf zwei 
Kegelsehnitten mit den Brennpunkten A und D liegen. Die Umkehrung dieses Satzes 
erleidet eine Ausnahme; denn wenn B und € zusammenfallen, liegen A und © nicht 
auf zwei Kegelschnitten mit den Brennpunkten B und D, und doch zerfällt die von 
den Paaren AC und BD bestimmte Curve in drei Gerade. 
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5. Ist der Ort der Punkte P im Allgemeinen nach Herrn Pelz der 
Ort der Glanzpunkte der Schaar von Kegelschnitten mit den Brennpunkten 
A und D für B und C als Lichtquelle und Auge, so ist er beim Zusam- 
menfallen von 5 und € zu gleicher Zeit als der Ort der Fusspunkte der 
aus dem Coineidenzpunkte auf die Kegelschnitte mit den Brennpunkten A 
und D zu fällenden Normalen und als der Ort der Berührungspunkte der 
aus dem Coineidenzpunkte an die Kegelschnitte dieser Schaar zu führenden | 
Tangenten zu betrachten. Denn bei Coineidenz von Lichtquelle und Auge 3 
besteht das Glanzpunktesextupel aus den vier Fusspunkten der Normalen 
und den zwei Berührungspunkten der Tlangenten, welche aus dem Coinci- 
denzpunkte an den Kegelschnitt möglich sind. Und da dureh jeden Punkt 
P der Ebene zwei einander senkrecht schneidende Kegelschnitte gehen, 
so ist dieser Punkt ?P Berührungspunkt auf einer der beiden Tangenten aus 
dem Coineidenzpunkte für den einen dieser beiden Kegelschnitte, wenn er 
Fusspunkt einer der vier Normalen aus dem Coineidenzpunkte für den an- 
deren ist, und umgekehrt *). 

In Verbindung mit dem Satze b) von Art. 2 oder g) von Art. 3 kann 
noch behauptet werden, dass unsere Curve für den Coineidenzpunkt der 
Ort der Normalenfusspunkte und der Berührungspunkte der Tangenten ist in 
Bezug auf eine einfache Unendlichkeit von Kegelschnittschaaren. Diese 
Schaaren bilden nach Schröter eine Schaarschaar. 
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6. Wenn ich mich jetzt zu der Behandlung der von Herrn Hermes 
gefundenen Resultate wende, so übergehe ich natürlich die Construction 
in $ 1, welche dem Satze a) von Art. 2 entspricht, ebenso wie die Angabe 
der Tangenten im Coineidenzpunkte, welchen ich weiterhin durch das Symbol 





BC bezeichnen werde, und diejenige der Richtung der Asymptote. Also 
fange ich mit der Anwendung der Sätze b) von Art. 2 und g) und Ah) von 
Art. 3 auf den vorliegenden speciellen Fall an. Bedenkt man, dass es in 
dem speciellen Falle der Curve C° mit einem Knotenpunkte nur ein System 
von eonjugirten Punkten giebt, und dass die im Doppelpunkte zusammen- 
gefallenen Punkte einander eonjugirt sind, so beweist die bekannte Eigen- 
schaft, welche aussagt, dass zwei conjugirte Punkte sich aus irgend einem 


*) Man vergleiche meinen Aufsatz „Einige Bemerkungen über das Problem der 
Glanzpunkte“ (Sitzungsberichte der Kais. Akad. der Wissensch. in Wien, Bd. XC, 5. 983) 
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Punkte der Curve als zwei conjugirte Punkte des nämlichen Systems 


projieiren,! in Verbindung mit den angeführten Sätzen unmittelbar. dass die 
vier im Endlichen liegenden Schnittpunkte irgend zweier in gleichen Ab- 
stäinden von BC parallel zur Asymptote gezogenen Geraden mit der Curve 
sich zweimal zu zwei „Basiseckpunkten eines Fundamentaldreiecks“ ver- 
binden lassen, und dass die Winkel von allen Fundamentaldreiecken im 
semeinsamen Punkte BC dieselben Halbierungslinien haben, u. s. w. ($ 4 und 
zweiter Satz von $ 7). Ich füge noch hinzu, dass — wie aus dem letzten 
Theile des Satzes f) von Art. 3 folgt — die kreuzweisen Verbindungs- 
linien dieser beiden Paare von auf den Parallelen zur Asymptote liegenden 
eonjugirten Punkten einander immer im nämlichen Punkte R der Curve 
begegnen, und dass dieser Punkt R dem einzigen reellen unendlich 
fernen Punkte U der Curve conjugirt und also der doppelte Brennpunkt der 
Uurve ist. 

Sind AB und CD (Fig. 8) die im Punkte BC zusammenstossenden 
Streeken, hat man die Geraden a und d durch A und D der Verbindungs- 
linie von BC mit der Mitte M von AD und also auch der Asymptote pa- 
rallel gezogen, und werden diese Geraden von einem aus BC als Centrum 
beschriebenen Kreise KX in A, und D, berührt. so ist der oben erwähnte 
Punkt R der Schnittpunkt der zweiten Tlangenten a und d’ aus A und D 
an diesen Kreis. Werden nun weiter a und d von d’ und « in A und D' 
geschnitten, so liegen einerseits A und D’, andererseits A’ und D auf einem 
die Gerade A,D, in BC berührenden Kreise. Es ist nämlich der Winkel 
ABCD' ein rechter, da die Geraden ABC und D’BC zwei einander zu 
zwei rechten Winkeln ergänzende Winkel halbieren; also wird der aus der 
Mitte N von AD’ als Centrum mit NA als Radius beschriebene Kreis in 
BC die Gerade A,D, berühren. Ebenso berührt der über A’D als Durch- 
messer beschriebene Kreis dieselbe Gerade A,D, in BC. Und da die Er- 
setzung von a und d durch irgend zwei in gleichen Abständen von BC 
parallel zu «a und d gezogene Geraden zu einer Figur mit demselben Punkte 
R führt, so ist die betrachtete Curve der Ort der Schnittpunkte von den 
die Gerade A,D, in BC berührenden Kreisen mit ihren durch R gehenden 
Durehmessern. Sie wird also erhalten, wenn man auf jeder Geraden «a 
durch R vom Sehnittpunkte N mit BCM aus nach beiden Seiten eine dem 

Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 14 
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Abstande BON gleiche Strecke bis nach A und D’ abträgt, und sie kann 
deshalb bekanntlich den Namen „schiefe Strophoide“* führen *). 

Das letzte Resultat, welches für diesen speciellen Fall die in Satz 4) 
von Art. 3 angedeutete Küppersche Construction der Curve vorführt, ist in 
der Abhandlung des Herrn Hermes nicht enthalten. Denn obgleich wohl 
hervorgehoben wird, dass jeder Kreis, welcher in BC die Gerade A,D, be- 
rührt, die Curve noch in zwei Punkten schneidet, deren Verbindungslinie 
ein Durchmesser des Kreises ist ($ 3), so wird nicht erwähnt, dass diese 
Durchmesser durch einen gemeinsamen Punkt gehen **). Nur in dem be- 
sonderen Falle einer symmetrischen Curve, wobei R auf A,B, liegt und die 
schiefe Strophoide in die rechte Strophoide übergeht, wird der gewöhnlichen 
Construction dieser Strophoide ohne Beifügung dieses Namens Erwähnung 
gethan ($ 6). 

Nach dem Satze h) von Art. 3 wird die Lage der Asymptote durch 
die Bedingung bestimmt sein, dass BC von der Asymptote und der zu ihr 
parallelen Geraden durch AR gleich weit entfernt ist. Aber der Schnittpunkt 
S dieser Parallelen mit A,D, liegt ebenfalls auf der Curve. Denn wenn E 
der Berührungspunkt von AD’ mit dem Kreise K ist, dessen Radius r 
heissen möge, so it AE.ED'’=r’, weil das Dreieck ABCD' in BC recht- 
winklig ist. Also ist auch 4,A.D,D'=r‘, ebenso A,AA’.D,D=[r’, und 
deshalb gilt die Proportion 4,A:D,D=A,A:D,D'; was aussagt, dass AD 
und AD’ einander in einem Punkte T von A,D, treffen. Wegen der harmo- 
nischen Eigenschaften des vollständigen Vierecks werden also die Punkte 
A und D von den Geraden SR und ST harmonisch getrennt, d. h. die ein- 
ander senkrecht schneidenden Geraden SR und ST halbieren den Winkel 
ASD, und es werden die Geraden AS und DS von einem nämlichen aus BC 
als Centrum beschriebenen Kreise berührt. Dadurch ist nun bewiesen, dass 
die Gerade A,D, von der Asymptote und der Curve in gleichen Entfer- 
nungen von BC durchschnitten wird ($ 2). 


Beschreibt man um BC mit BCR als Radius einen Kreis (Fig. 9) 


*) Man vergleiche H. Picquets „Traite de geometrie analytique“, tome 1, page 232. 

**) In $3 müssen in den Gleichungen (V.) die &, und &,, und im ersten Satze 
auf der dritten Zeile muss einmal A, und B, vertauscht werden. Ausserdem muss 
dann mitten zwischen beiden die Bedeutung des Wortes „Schnittpunktepaare“ durch 
irgend eine Beifügung wie z. B. „kreuzweise genommenen Schnittpunktepaare“ er- 
läutert werden. 
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und legt an diesen die zur Asymptote parallelen Tangenten «@, und d,, so 
werden diese von den beiden zusammenfallenden Tangenten aus R an den Kreis 
in den Punktepaaren A, und D, geschnitten, d. h. in den Punkten A, und D 
wird die Curve von den Parallelen zur Asymptote berührt. Der Abstand o dieser 
Parallelen zur Asymptote von BC, d.h. der Radius BCR, wird leicht mittelst 
der aus Fig. 8 hervorgehenden Relation o.cosRBCE=r bestimmt. Ist 
nämlich F der Berührungspunkt von K mit der Tangente AD, so ist die 
Summe der Bögen A,E und FD, einerseits dem um 180" vermehrten 
/weifachen des Winkels RBCE, andererseits der verdoppelten Summe de: 
Winkel. A,BCA und DBCD,, d. h. dem verdoppelten Supplemente des 
Winkels ABCD gleich. Man findet also o.sinABCD=r. Und da nun 
sowohl BCA.BCD.sin ABCD als auch 2r. BCM den doppelten Inhalt des 
Dreiecks ABCD angeben, so ist auch o : >. R (8 2 
2BEM 

Das Fundamentaldreieck A,BCD, (Fig. 9) ist rechtwinklig im Punkte 
BC. Offenbar ist es das einzige rechtwinklige Fundamentaldreieck, da A 
und D, das einzige Paar conjugirter Punkte bilden, deren Verbindungslinie 
den entsprechenden Kreis berührt. Und die Projeetion von A,D, auf A,D 
ist so gross möglich, weil es ausserhalb des zwischen den Parallelen «a 
und d, enthaltenen Streifens keine reellen Punkte der Curve giebt ($ 5 
Weiter hat Herr Käpper **) mittelst einfacher geometrischer Betrachtungen 
gezeigt, dass eine Curve dritter Ordnung, welche durch die imaginären Kreis- 
punkte geht, vier Punkte aufweist, von welchen ein jeder das Centrum einer 
die Curve in sich selbst überführenden Transformation durch reeiproke Radien 
sein kann, und dass diese vier Inversionscentra die Berührungspunkte der 
vier aus dem einzigen reellen im Unendlichen liegenden Punkte der Curve 
möglichen Tangenten an die Curve sind. In unserem speciellen Falle der 
mit einem Doppelpunkte versehenen eyklischen Curve dritter Ordnung wird 
es aber nur zwei Inversionscentra geben, und diese zwei Üentra werden 
eben die Punkte A, und D, sein, da die Tangenten in A, und D, an die 
Curve durch den reellen unendlich fernen Punkt der Curve gehen ($ 5). 


TUR BCA.BCD „|. ve 
*) Es hat also der Bruch Tu für jedes Paar AD mit ihrer Mitte M einen 


unveränderliehen Werth. 
.... *®) Ich bemerke, dass in der Gleichung (IV.) von $2 das erste Zeichen + weg- 
fallen muss. 


14* 
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Es bleiben jetzt nur noch einige Sätze von $ 7 übrig. 


Da diese 
aber unmittelbare Folgen der Sätze ce) und d) von Art. 2 und ö) von Art. 3 
sind, kann ich sie übergehen. 















‘. Ich schliesse diesen Aufsatz mit der Nachweisung einer einfachen 
Parameterstellung der betrachteten Curve. 








Dabei gehe ich zu der ein- 

facheren Bezeichnungsweise ABC des Fundamentaldreiecks (Fig. 9), wie sie 

Herr Hermes anwendet, über und nehme die Halbierungslinien des Winkels 

ACB zu Coordinatenaxen an. Ist dabei CA=a, CB=b und der Winkel 

ACB = 2u gegeben, so wird die Gleichung der Curve in der Form 
(@’+y'))(a-+b)y cosu—(a—b)esinul—2abry = 0 

auftreten. Setzen wir abkürzend (@a+b)cos u = 2kab und (a—b)sin u = 2lab, 

so geht diese Gleiehung in die etwas einfachere Gestalt 

(+y)Cky—Ie)— ay = 0 
über. Also liefert die Voraussetzung y=tx für ce und y in f ausgedrückt 
die Werthe 





























l t” 
= = 


AND‘ IT nA) 
Es wird also die Bedingung, welche aussagt, dass die drei Punkte mit den 
Parameterwerthen £, £, #, auf einer Geraden liegen, die Form 

ı 5 AH) Ck—D 

tb & A+m)(k—)| = 0 

4 BB (A+4Ö)(kh—D 
annehmen. Und diese Relation redueirt sich unmittelbar auf ktb,—1=0*). 

Es würde mich zu weit führen, mittelst dieser letzt gefundenen Glei- 

chung alle Resultate noch einmal abzuleiten. Daher zeige ich nur noch, 
wie diese Gleichung die behandelte Curve als schiefe Strophoide erkennen 
lässt. Ist nämlich ? der Tangentialpunkt von f, so hat man krrF—I=0, 





/ / . . “1.0 » . 
also != +] „g, woraus — wie ich beiläufig bemerke — unmittelbar folgt, 
ı 


dass die Halbierungslinien des Winkels C aller Fundamentaldreiecke mit 
den Coordinatenaxen ceoineidiren. Nun zeigt aber die Gleichung der Curve, 


*) Es ist bekanntlich für jede Curve EC’ mit einem Doppelpunkte die Parameter- 
stellung so zu treffen, dass drei auf einer Geraden liegende Punkte entweder von 
der Gleiehung i,t,1, = m oder aber von der Gleichung 4,—+1,-+1, = 0 bestimmt sind, 


je nachdem der Doppelpunkt ein Knotenpunkt oder ein isolirter Punkt ist. 
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] 
dass ihrem reellen unendlich fernen Punkte « der Parameterwerth t=- 
entspricht: deshalb ist für den conjugirten Punkt R die Gleichung = — 


massgebend, und es sind die Punkte £,, t,, welche mit R auf einer Geraden 
liegen, durch die Relation 4,4, = —1 an einander gebunden. Weiter ist der 
durch die Punkte #, t, und © gelegte Kreis dureh die Gleichung 
e+y x y l 

eo ulkh—D Elkb—D (AH+E)Ckh—L 

Ebd Elke—D (+Ü)lk,—l 

0 0 ( 1 
segeben, und es wird also dieser Kreis in C von der Geraden kt, th,2—!y = 0 
berührt. Da diese Gerade wegen 46, =—1 für alle Kreise durch © und 
irgend zwei mit R auf einer Geraden liegende CUurvenpunkte dieselbe ist, 
nämlich die Senkrechte k2c+y=0 in C auf der Asymptote, da ausserdem 
aber gerade wegen der Bedingung 44, = —1 diejenigen Geraden senkrecht 
auf einander stehen, welche C mit den beiden Curvenpunkten verbinden, 
welche auf einer durch R gehenden Geraden liegen, so ist hiermit die Be- 
hauptung bewiesen. 


Groningen, den 17. Februar 1885. 








vier substituirten Variabeln. 


(Aus den hinterlassenen Papieren Otto Hesses mitgetheilt von Herrn F. Caspary *).) 


F: sind die Eigenschaften der linearen homogenen Substitutionen, 
dureh welche die Summe der Quadrate von » Variabeln in die Summe der 
(Juadrate von » substituirten Variabeln transformirt wird, wegen ihres häu- 
firen Gebrauches in der Analysis, der Mechanik und der analytischen Geo- 
metrie vielfältig untersucht worden. In den Fällen »=2 oder »= 3 werden 


durch jene Substitutionen bekamntlich die Transformationen rechtwinkliger 


Coordinatensysteme in der Ebene oder im Raume bewirkt. In diesen Fällen 
handelt es sich darum, nicht bloss die allgemeinen Eigenschaften der linea- 
ren homogenen Substitutionen kennen zu lernen, sondern vornehmlich die- 
jenigen, welche jedem einzelnen Falle eigenthümlich sind. Das Bedürfniss 
einer ähnlichen Diseussion des nächsten Falles »=4 lag bisher nicht vor: 
um diese jedoch zu rechtfertigen, weise ich auf das im Folgenden zu be- 
handelnde Fundamentalproblem aus der 'T'heorie der Oberflächen zweiter 
Ordnung hin, welches in jener Discussion zugleich seine Erledigung findet. 


) Das Manuscript der vorliegenden Abhandlung ist mir von Herrn Paul du Bois- 
Reymond durch Herrn Gundelfinger übergeben worden; da mir dasselbe druckfertig und 
der Veröffentlichung werth erschien, theile ich es hier mit, und zwar, abgesehen von 
wenigen stilistischen Ver änderungen, genau in der Form, in der es sich i im Hesseschen 
Nachlasse vorfand. Zu Kürzungen, die allerdings möglich gewesen wären, glaubte 
ich mich nicht berechtigt. Den Inhalt der Abhandlung, deren Ausgangspunkt "übrigens 
mit dem von Herrn Paul Serret in seiner Geometrie de direction (Paris 1869, p. 142 
und p. 311) gewählten übereinstimmt, bildet die von Hesse entdeckte und mehrfach 
(dieses Journal Bd. 20, S. 304; Bd. 26, S. 147; Bd. 73, S. 371; und auch Bd. 24, 
S. 40; Bd. 85, S. 304) untersuchte Abhängigkeit der acht Schnittpunkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung und die andeutungsweise erwähnte Construction des achten 
Sehnittpunktes. Eine Vereinfachung und wirkliche Ausführung dieser Construction lasse 
ich in einer besonderen Notiz folgen. Ü. 








Ueber die linearen homogenen Substitutionen, durch 
welche die Summe der Quadrate von vier ET 
transformirt wird in die Summe der Quadrate der 
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nämlich, aus sieben gegebenen Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung den achten zu bestimmen. 
Wenn die Gleichungen von acht Punkten im Raume in der Form 
Momo. wo 
vegeben sind, wobei 


W, = z,uty,0c+2,0-+p,r x 


ist, so lassen sich im Allgemeinen acht Factoren 4 


eo; 


nicht so bestimmen, 
lass man identisch hat: 
(.) 4,Wi+4,WT-+---+4,.W; 0. 

Wenn man aber nur die ersten sieben Punkte als gegeben annimmt, so 
lässt sich der achte Punkt W, immer so bestimmen, dass der Gleichung (T. 
identisch Genüge geschieht. Denn es zerfällt (L) in zehn Gleichungen, 
durch welche die sieben Verhältnisse der acht Faetoren 2, und die drei 
Verhältnisse der vier homogenen Coordinaten z-, y-, 2, p- des letzten Punktes 
bestimmt sind. 

Dass auf diese Weise nur ein einziger achter Punkt W; erhalten 
wird, lehrt folgende Betrachtung. 

Da von den zehn Gliedern der nach den Quadraten und Produeten 
der Variabeln «, e, w, r entwickelten identischen Gleichung (I.) jedes ein- 
zelne Glied verschwindet, so kann man für die Quadrate und Produete der 
Variabeln in (l.) irgend welche zehn Constanten setzen; die Gleichung wird 
auch dann noch erfüllt. Wenn nun F(x,y,z.p)=0 die homogene Glei- 
chung irgend einer Oberfläche zweiter Ordnung ist, und man setzt in (I. 
tür die Quadrate und Producte der Variabeln respeetive die Coeffieienten 
aus der Gleichung der Oberfläche, so geht (1.) über in: 

(1) AR+AF+--+24,F = 0, 
vorausgesetzt, dass F, den Ausdruck F(z,. y,. 3,,p,) bedeutet. 

Beschränken wir nun die zehn Coefficienten in der Gleichung der 
Überfläche zweiter Ordnung durch die sieben Gleichungen: 

=. H=0, ... R=4 
welche ausdrücken, dass die Oberfläche durch die sieben ersten beliebig 
gewählten Punkte gehen soll, so folgt aus (I1.) die Gleichung 
FF, = 0, 


welche aussagt, dass alle Oberflächen zweiter Ordnung, welche durch sieben 


’ 
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im Raume beliebig gewählte Punkte hindurchgehen, auch noch einen achten 
Schnittpunkt gemeinsam haben, der durch jene sieben bestimmt ist. Dass 
dieser achte Punkt sogar linear bestimmt ist, folgt daraus, dass irgend drei 
Oberflächen zweiter Ordnung sich nur in acht Punkten schneiden. Die 
identische Gleichung (I.) tritt hiernach als die analytische Bedingung dafür 
auf, dass die acht Punkte W,, W,. ... W; die acht Schnittpunkte dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung sind. 

Um (1) in eine für die folgenden Untersuchungen bequemere Form 
zu bringen, setzen wir: 


h W; zu U, l k, W,; on U,, Vi, W, En U,, } h- WV- — U-: 
l — A, W; . U,, —ı, W, Bas U, } —4; W, U,, ] — 4, W, en Li 


I 


Durch diese Substitutionen geht (I.) in eine neue identische Gleichung über, 
und wir können sagen: 

Wenn acht Punkte im Raume die Schnittpunkte von drei Oberflächen 
zweiter Ordnung sein sollen, so müssen die Gleichungen derselben von der Art 
sein, dass ihre linken Seiten mit gewissen Factoren multiplieirt der identischen 
Gleichung 

U ++ U:+ U} = U}+ 0:4 0:4 U: 
(renüge leisten. 

Nun weiss man aber, wenn 0, =0, U,=0, U,=0, U,=V0 die 
(Gleichungen von irgend vier im Raume gegebenen Punkten sind, welche 
nicht in einer Ebene liegen, und U=0 die Gleichung irgend eines anderen 
Punktes ist, dass sich die Coeffieienten a, b, e, d so bestimmen lassen, dass 
man hat 

U = aU,+bU,+cU,+ dU,. 
In soleher Weise lassen sich also die linken Seiten der Gleichungen U, =), 
U,—=0, U,=0, U,=0 ausdrücken durch die linken Seiten der Gleichungen 
U,=0, U,=0, U,=0, U,=0. Diese Ausdrücke sind nichts anderes als 
lineare homogene Substitutionen, durch welche die Summe der Quadrate 
von vier Variabeln transformirt wird in die Summe der Quadrate von vier 
substituirten Variabeln. 

Da nun diese Substitutionen nach den vorangegangenen Andeutungen 
geometrisch zugleich die Bedingung für die acht Schnittpunkte dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung ausdrücken, so leuchtet es ein, dass das Studiunı 
der genannten Substitutionen nothwendiger Weise auch auf die Lösung des 
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«) 


Fundamentalproblems aus der 'T’'heorie der Oberflächen zweiter Ordnung 
führen muss: 

Wenn von den acht Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter Ordnung 
sieben gegeben sind, den achten linear zu construwiren. 

Die folgende Discussion der Substitutionen von der bezeichneten Art 
führt auf eine grosse Menge von Formeln, die aber ohne Rechnung aus 
einander hervorgehen. Ein Theil von ihnen ist auch nur der besseren 
Uebersicht wegen aufgenommen worden. Denn jedes System von Formeln 
veht aus einer einzigen Formel des Systems durch blosse Veränderung nach 
einem gewissen Prineip hervor, welches in der Symmetrie des Problems 
seinen Ursprung hat. 


ur 
je 


Es seien: 

u: aU,+ bU,+ cU,+ dU,, 
U, = aU,+ bU+ cU+ dU, 
U, = «U, +b"’U,+ ce"; +d U, 
U, = a U,+b"U +c"U,+d'U, 





die linearen homogenen Substitutionen, welche die folgende Gleichung zu 
einer identischen machen: 
2) UHU+UG4+U =U+U+U+VU,. 

Um die Eigenschaften dieser Substitutionen zu erforschen, denken 
wir uns (1.) in (2.) eingesetzt und differentiiren hierauf die in kKücksicht 
auf U,, U,, U,, U, identische Gleichung einzeln nach diesen Variabeln. 
Dadurch erhalten wir: 

U, = aU,+WU,+a"U,+a"U,, 
U, = bU, +b'U,+b"U,+b"U,, 
| U, = cU, +cÜU,+c"U,+c"U,, 
U, = dU,+dU,+d'U,+d"U,. 


Pi‘ 
oo 
A 





Es sind dieses die Auflösungen der Gleichungen (1.), wenn man in 
letzteren die Grössen U,;,, U,, U,, U, als die Unbekannten betrachtet; man 
kann daher die Substitutionen (3.) an Stelle der Substitutionen (1.) nehmen, 
weil aus ihnen durch Auflösung wieder die Substitutionen (1.) hervorgehen. 


Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 15 
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Zwischen den 16 Coeffieienten in den Substitutionen (1.) finden die 
Gleichungen Statt: 


l 


AR (1 ad ad HIHI + EI LI AN, a 


In — 2IAD LAD AO) LU A) AA) 
0 = a dad HI HDdLeDe +dd, 








3 
wenn wir mit (2) und (A) irgend zwei von den Indices ', ", ”", O0 bezeichnen 
und den Index 0 ganz fortlassen; eine Vorschrift, die auch im Folgenden 
aufrecht erhalten werden soll. Ä 

Der blosse Hinblick auf die Substitutionen (1.) und (3.) lehrt, dass i 
dieselben in einander übergehen, wenn man die Horizontalreihen der Coef- 
fieienten mit den Verticalreihen und gleichzeitig die Variabeln U,, U, U,, U, ; 
respeetive mit U,, U,, U,, U, vertauscht. Dieselbe Vertauschung wird auch 
in allen Gleichungen zulässig sein, welche aus den Substitutionen hervor- : 
sehen. Wir können daher sagen, dass es erlaubt sei, in allen aus den Sub- 
stitutionen (1.) oder (3.) hervorgehenden Gleichungen folgende gleichzeitige 
Vertauschunger zu machen: 

(a', a”, a’; 6", 6", ce"; U, U, U, U, | 
(5.) !mit { 
he dr 9 U 

Durch diese Vertauschungen geht aus dem Gleichungssystem (4.) ein : 
anderes hervor, von welchem wir nur zwei Gleichungen wirklich hin- 
schreiben: | 

‚ @ 


f m m I 5 mn 
(6) | = da+aataa za a, 
\ 0 Ras ab-+a'b' +a'b"+a"b", 


weil die anderen aus ihnen durch Veränderung der Buchstaben a oder b 
in db, ce, d folgen. 

Die Substitutionen (1.) ändern sich ebensowenig, wenn man zwei 
von den Buchstaben «, b, e, d mit einander vertauscht und gleichzeitig die 
ihnen entsprechenden Variabeln; z. B. a mit 5 und U, mit U, Da dasselbe 
auch von den vier Indices ', ", "", 0 gilt, so sprechen wir den Satz aus: 

Es ist erlaubt, in allen aus den Substitutionen (1.) oder (3.) 
abgeleiteten Gleichungen irgend zwei von den vier Buchstaben a, b, 


! 


7) Je, d, oder irgend zwei von den vier Indices ', ", ", O0 mit einander 


zu verlauschen, wenn man gleichzeitig die ihnen entsprechenden Va- 





riabeln vertauscht. 
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Diese Regel bedarf jedoch einer Einschränkung auf Grund einer 


jetzt einzuführenden Bestimmung. 


Bezeichnen wir mit / die Determinante aus den sechzehn Üoef- 
fieienten der Substitutionen (1.): 


a b C d 
Beurer B 
tr ee 
ar" er 


multiplieiren diese Determinante mit sich selbst und bilden aus dem Produet 
wieder eine Determinante, so erhält man unter Berücksichtigung der Glei- 
chungen (4.) und (6.) die Einheit. Man hat demnach: 
#1, 
und daher #/ = +1. Wir werden aber fortan setzen 
9) 4=+H1, 


worin keine Beschränkung liegt, weil in dem anderen Falle nur einer der 
acht Variabeln das entgegengesetzte Vorzeichen zu geben ist, um ihn auf 
den vorliegenden zurückzuführen. 

Die Gleichung (9.), welche doch auch aus den Substitutionen (1. 
hervorgegangen ist, macht wegen der willkürlichen Annahme /=-+1 eine 
Ausnahme von der Regel (7.), und deshalb auch jede Gleichung, zu deren 
Bildung die Gleichung (9.) verwendet wird. Denn wollte man die Regel 
(.) auf (9.) anwenden, so würde 4 das Vorzeichen ändern. Es bleibt aber 
die Gleichung (9.) ungeändert, wenn man zwei Mal die Vertauschungen (7. 
macht. Will man demnach die Gleichung (9.) und alle aus ihr und den 
Substitutionen hervorgehenden Gleichungen einer gemeinsamen Regel unter 
werfen, so muss diese so ausgedrückt werden: 

I. Es ist erlaubt, in allen Gleichungen des Problems eine zwei- 
\malige Vertauschung (7.) zu machen. 

Die Regel (5.) gilt immer, weil bei ihrer Anwendung die Determi- 
nante 4 sich nicht ändert. 

Um die bekannten Formeln des Problems zu vervollständigen, führen 
wir schliesslich die folgenden ein: 


ea ind 9) = = I E = nd 


dam? Ar AT > TOR 


15* 








116 Hesse, über die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung. 


Man erhält dieselben, wenn man die Gleichungen (1.) direet auflöst und unter 
Berücksichtigung von 7=1 die Auflösungen mit den auf einem anderen 
Wege gefundenen Gleichungen (3.) vergleicht. 

Dieser Paragraph sollte nur die allgemeinen Eigenschaften der in 
Rhede stehenden Substitutionen vergegenwärtigen. Die dem Falle »=4 
eigenthümlichen sind in dem folgenden Paragraphen enthalten. 


$ 2. 
Es ist ein bekannter Satz aus der Determinanten- Theorie (dieses 
Journal, Bd. 22, S. 302), dass aus 








al 0 (1 n 
R = Z+aß” a...al” 
sich ergiebt 
o’R OR OR OR OR 
ze“ 1? Ja dal” da“) Ö a da a 
Wenn nun, wie in dem vorliegenden Fall, A=4= ist, so hat man 
o’R OR OR OR OR 
da dal” da Per da® da) 


Diese eine Gleichung ist die Quelle eines ganzen Systems von Gleichungen 
für den angegebenen Fall; um alle diese Gleichungen in einer übersicht- 
lichen Form darzustellen, werden wir die Bezeichnung brauchen: 

(a9 9) — add _ a» br, (a) cP) = ar e Pd a» 9) 
u.s. w. Man hat dann unter Berücksichtigung von (11.): 
ab) =("d"), (ac) =-W"d), (ad) =(d"e") 


5) (eh) Be) E), Fl), 
bN)=-(e Ei), (se)=lb E), (a d’)=(b' ec"), 
(ab) =(e d'), (ac) =(b"d), (dd) =(b cd"), 
(ab) = (ec d), we): Eee, 
ad) =(e d), WE)-b dd, (ad)=(b ec). 
Von diesen 15 Gleichungen braucht man nur eine einzige abzuleiten; alle 
andern gehen aus ihr nach dem Prineipe (10.) hervor. Das Prineip (7.) 
der einmaligen Vertauschung findet hier keine Anwendung, weil die Glei- 
chungen (12.) aus der Gleichung (9.) hervorgegangen sind. Will man 
jedoch durch einmalige Vertauschung aus einer dieser Gleichungen die 
übrigen herleiten, so hat man nach jeder Vertauschung das Vorzeichen der 


Pie 


12.) 





einen Seite der Gleichung in das entgegengesetzte zu verwandeln. 
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Die Substitutionen (1.) sind Relationen zwischen den vier geraden 


D.. U. Durch Elimination einer geraden Variabeln aus zwei von den Glei- 


Variabeln U,, U,, U;, U, und einer von den ungeraden Variabeln U,, U 


, TE TER UT, be en a kei BR 
TEE EEE ERDE 


chungen (1.) erhält man helationen zwischen drei geraden und zwei un- 
veraden Variabeln. Von diesen Relationen heben wir nur die drei hervor, 
welche aus je zweien der drei ersten Gleichungen durch Elimination der 
Variabeln U, hervorgehen. Bezeichnen wir zu diesem Zwecke mit @, @;, @. 
die Ausdrücke: 
G, = (a d)U,+(b' d)U,+(c' d’)U;,— d’U;+d U,, 
(13) 36 = (ad )U,+(b"d JU,+(c'd )U,—d U,+d'U,, 
G,= (a d )U,+(b d )U,+(c d)U,-d U+dU,, 
so haben wir die gesuchten Relationen: 

Fe) = Get, 
benso erhalten wir aus je zweien der drei ersten Gleichungen (3.) durch 
Elimination der Variabeln U-, wenn wir setzen: 
G, = (be) U, + (be )U,;+(b" EC )U,— Ce "U, +b"U,, 
1, = (ca )U,+(cCa )U;+ (ca )U,- a" U,+ ec" U,, 


> 
I 


G, = (ab) U,+ (ab) U,+(a’b")U,— b"U,+a"U,, 





Al 
— 
bi 

I 





die zwischen drei ungeraden und zwei geraden Variabeln bestehenden Re- 


lationen: 

; 3) tt, SR 

Ks sind (14.) und (16.) alle möglichen linearen Relationen zwischen drei 
Ä geraden und zwei ungeraden oder zwischen drei ungeraden und zwei ge- 
E raden von den sechs Variabeln U,, U,,... U. 

i Um die Uebersicht der angegebenen beiden Formelsysteme zu er- 
#2 leichtern, stellen wir ein Prineip auf, von welchem auch später Gebrauch 
. semacht werden soll, und welches sich folgendermassen aussprechen lässt: 


Es ist erlaubt, in allen Formeln des Problems ohne Ausnahme folgende 
gleichzeitige Veränderungen zu machen: 


a u ir, re Mi, 
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denn durch diese Veränderungen werden weder die Substitutionen noch dic 
Determinante 4 geändert. Gleichzeitig mit diesen Veränderungen gehen aber 
| G,., GG; GG, @ 
(18.) Fin 
le, GG; GG, G, @; 
über. 

Zwischen irgend fünf von den sechs Variabeln U, U;, ... U, existirt 
nur eine einzige Gleichung. Findet man noch eine zweite lineare Gleichung 
zwischen denselben fünf Variabeln, so kann sie nur durch einen Factor von 
der ersten sich unterscheiden; das heisst, die Coeffieienten der Variabeln 
in der einen Gleichung müssen den entsprechenden Coefficienten in der 
anderen Gleichung proportional sein. 

Man kann auf diese Weise durch Elimination einer geraden Variabeln 
aus zwei Gleichungen des Systems (14.) eine Gleichung des Systems (16.) her- 
leiten; und ebenso durch Elimination einer ungeraden Variabeln aus zwei 
Gleichungen des Systems (16.) eine Gleichung des Systems (14.). Mit anderen 
Worten: Jedes gerade @ wird sich linear ausdrücken lassen durch zwei 
ungerade @, und ebenso jedes ungerade @ durch zwei gerade @. Diese 
Ausdrücke sind folgende: 

(a d)G,+ (a d)G, = d'@,, 
(19) 1 (b d) ;+(b’d) G, = d G,. 
(ed) G,+(e d) GG =d G, 





und: 

(a )Rr+b ea, = ce @,, 
20.) ba )G,+(C a )a,= a” @,, 
(CE) + (a U), = b"G,, 

Es genügt, von diesen identischen Gleichungen eine, etwa die erste 
herzuleiten; die anderen ergeben sich aus ihr nach den aufgestellten Prin- 
eipien von selbst. Die letzten beiden Gleichungen (19.) gehen aus deı 
ersten durch die Veränderungen (17.) und (18.) hervor. Aus den identischen 
Gleichungen (19.) ergeben sich die Gleichungen (20.) durch die Vertau- 
schungen (5.), welche, wie bereits erwähnt, ohne Ausnahme gelten. Denn 
diese Vertauschungen verlangen, wie aus (13.) und (15.) ersichtlich ist, die 
gleichzeitigen Vertauschungen 





jvon @, @, @ 
Imit 6, 6. G,. 


(21.) 













v 
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Es bleibt also nur übrig, die erste identische Gleiehung (19.) wirk- 
lich abzuleiten. Multiplieirt man, um aus den ersten beiden Gleichungen 
14.) U, zu eliminiren, die erste mit (ad”), die zweite mit (ad) und addirt, 
so erhält man 


(bA)(ad)+(b"d)(a A); U, + \cd)(ad)+(ed)(ad'); U, 


/ 


— d' (ad) U,+ \d’ (ad )—d(ad)| U,+d'(dd")U, =. 


Da diese Gleichung sich von der Gleichung @ = 0 nur durch einen 
F'aetor unterscheiden kann, und da nach (12.) (a’d’)= (be) ist, so lehrt der 
Vergleich der Coeffieienten der Variabeln U, in beiden Gleichungen, dass 
d' der Faetor von @, sein muss. Dadurch hat man die erste identische Glei- 
chung (19.) wirklich nachgewiesen. 

Aus dem Vergleich der Coeffieienten gleicher Variabeln auf beiden 
Seiten der Gleichungen (19.) und (20.) gehen zwei verschiedene Arten von 
helationen zwischen den Coefficienten der Substitutionen hervor. 

Eine Relation der ersten Art erhält man, wenn man die Coefficienten 
der Variabeln U, auf beiden Seiten der ersten identischen Gleichung (19. 
einander gleich setzt: 


d (ad 2 d (ad) a d ' h EN. 
\ J \ / 


welche mit Rücksicht auf (12.) in 
22) d(ad)+d(ad)+d(ad) = 0 

übergeht. Diese Gleichung, welche von selbst einleuchtet, wenn man für 
die Determinanten ihre Werthe setzt, repräsentirt ein ganzes System von 
Gleichungen, da man in ihr die Vertauschungen (7.) so oft machen kann, 
als man will. Eine Relation der zweiten Art erhält man durch Gleich- 
setzen der Coefficienten der Variabeln U, auf beiden Seiten der ersten 
identischen Gleichung (19.): 


(ed')(ad)+(e"d)(ad') = hd”. 


Will man aus dieser Gleichung eine neue riehtige Gleichung ab- 
leiten, so hat man in ihr eine zweimalige Vertauschung (7.) zu machen. 
\lan bringt sie jedoch mit Zuziehung der Gleichungen (12.) auf die Form: 


(23.) (ab )(ad)+ (ab ad) = bd", 


in welcher eine einmalige Vertauschung ausreicht. Diese Gleichung bleibt 
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nämlich absolut ungeändert, wenn man die beiden Indices O0 und 1 mii 
einander vertauscht. Man kann also diese Vertauschung der genannten 
beiden Indices immer für eine der zwei verlangten Vertauschungen nehmen. 

Auch die Gleichung (23.) repräsentirt ein ganzes System von Glei- 
chungen, da man in ihr die Vertauschungen (7.) beliebig oft wiederholen 
kann. Die Verifieirung derselben mit Hülfe der Formeln des $ 1 verlangı 
einige Rechnung. 

Mit dem bisher entwickelten analytischen Apparat ausgerüstet, wenden 
wir uns nun zu der geometrischen Interpretation der Substitutionen und zu 
der Erforschung der gegenseitigen Lage der acht Durchschnittspunkte dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung. 


S 3. 
Wir gehen aus von der in der Einleitung den acht Variabeln U, 
U, ... U, untergelegten Bedeutung, nach welcher die acht Gleichungen: 


) BSR 


die Gleichungen von irgend acht Punkten darstellen, in welchen sich drei 
beliebige Oberflächen zweiter Ordnung schneiden, vorausgesetzt, dass die 
Substitutionen (1.) und (3.) die Gleichung (2.) zu einer identischen machen. 

Um die Substitutionen in eine für die geometrische Interpretation 
geschickte Form zu bringen, leiten wir aus den drei ersten Gleichungen 
(1.) durch Elimination einer geraden Variabeln aus je zwei Gleichungen 
die folgenden ab: 


(cd) U,= EU, -(ac)U,+(b"'e) U,— cU,, 
(bA)U,=(ab\)U,— b’U,+ bU,—(b’eJU,, 
(a d)U,= au; — (ab )U,+ (dc )U,— al. 


Ebenso gehen aus den drei ersten Gleichungen (3.) die folgenden hervor: 
(a b)U, = (ab JU— bU+ daU,-(ab')U,, 
(#'e )U, = cU,— (a'c) U;+ (ac) U,— au,;. 
(b"E)U, = (kE)U;— ce’U,+ b’U,-(b"e JU,. 


\ 


Diese Gleichungen nehmen eine übersichtlichere Gestalt an, wenn man fol- 
gende Bezeichnungen einführt: 


Aa 
ar 
RB 
ni 
= 
Sr 
Be 


a 
5 
* 





ee 
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an = a SEE RE a a 2er Ka 
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yv,= ec U,— (ac )U,, vD= (a&b)U,— bU,, 
V,= (ab)U,— b’U,, ‚e= eU;,— (ac)U,, 
v), = au; — (ab )U,, | v9 = (b’e')U,— ce U, 
(25.) s (26.) | in 
Ye: = E: * cU,,  vm— aU,— (ab )U,, 
V; "U,—(b’e)U,, v9 = (ac')U,— aU,, 
V;: '@ 5 U— daU, ‚m—= b'U— (b’e)U.. 


Diese Bezeichnungen sind so gewählt, dass durch die Vertauschungen (17.) sieh 
r V,. V;; V.. V,. V.:: v», y». »: vn vv» V() 
in 

u VE A FO, VEN, VO, y” 
verändern. Nach Einführung dieser Bezeichnungen gehen die obigen sechs 
Gleichungen in die folgenden über: 
|‘ (Ce YU,=V,+V,, | ab U, = V"!+YV®, 
(28.) ((ba)U,=V;+V,, (29., a c)U, = V”+V®9, 
I (ad)U,= V;+V,, R De )U, = V”+V", 
Diese Gleichungen lassen sich geometrisch interpretiren, wie folgt: 

Die sechs Punkte im Raume: 
0 &=09 ..: U=8 


deren Lage unbeschränkt ist, kann man, um sie sich zu vergegenwärtigen, 


als die auf einander folgenden Eeken eines Sechsecks im Raume U betrach- 
ten, dessen Seiten nieht in derselben Ebene liegen. 
Die Gleichungen: 


PR VE AU Vu A 


sind auf Grund der Bezeichnungen 25.) die Gleichungen der Ecken eines 
dem Sechseck U in derselben Reihenfolge einbeschriebenen Sechsecks V,,. 
Ebenso sind nach den Bezeichnungen (26.) 
v®o_-0, v®9=0, ... V0=0 
die Gleichungen der Ecken eines demselben Sechseck U in derselben Reihen- 
folge einbeschriebenen zweiten Sechsecks V*. Dadurch sind jedoch die 
beiden Sechsecke V, und V* nicht vollständig definirt. Ihre eigentliche 
Bedeutung erhalten sie erst durch die geometrische Interpretation der Glei- 
chungen (28.) und (29). Denn diese Gleichungen beweisen, dass die Ver- 
bindungslinien der gegenüberliegenden Eeken des Sechsecks V, dureh den 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 16 
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Punkt U,=0, und die Verbindungslinien der gegenüberliegenden Ecken 
des Sechsecks VY* durch den Punkt U;=0 gehen. 

Ist demnach das Sechseck U gegeben, zugleich mit dem Punkte 
),=0, so lassen sich daraus die Ecken des einbeschriebenen Sechsecks V,, 
unzweideutig construiren. Denn lässt man von dem Punkte U,=0 drei 
gerade Linien ausgehen, welche die gegenüberliegenden Seiten des Sechs- 
ecks U schneiden, so werden die Schnittpunkte auf den gegenüberliegenden 
Seiten die gegenüberliegenden Ecken des Sechsecks V,, sein. 

Ebenso lässt sich das Sechseck V* construiren, wenn das Sechseck 
U und der Punkt U;,=0 gegeben sind. 

Aus der Construction dieser beiden Sechsecke V, und V* erkennt 
man, dass sie Brianchonsche Sechsecke sind, das heisst, dass ihre drei 
Diagonalen, welche die gegenüberliegenden Ecken eines derselben verbinden, 
sich in einem und demselben Punkte schneiden. Es haben aber Brianchonsche 
Sechsecke die Eigenschaft, dass ihre gegenüberliegenden Seiten sich paar- 
weise schneiden. In dem vorliegenden Falle liest man diese Eigenschaft 
ohne weiteres ab aus den drei Gleichungen, welche aus (28.) durch Eli- 
mination von U,, oder welche aus (29.) durch Elimination von U, hervor- 
gehen. Sie ergiebt sich aber auch unmittelbar aus der Definition des 
Brianchonschen Sechsecks. 










































Es schneidet hiernach jede gerade Seite jede ungerade Seite des 
Brianchonschen Sechsecks; und wenn man die drei geraden Seiten oder die 
drei ungeraden Seiten des Sechsecks als die Generatrices eines Hyper- 
boloids nimmt, so liegt das Sechseck auf dem durch dasselbe unzweideutig 
bestimmten Hyperboloide. 

Von den beiden Brianchonschen Sechsecken YV, und V* liegt also 
jedes auf einem durch dasselbe bestimmten Hyperboloide H, und H*. Dass 
diese Hyperboloide nieht verschieden sind, sondern in ein und dasselbe H 
zusammenfallen, soll in dem foigenden Paragraphen bewiesen werden durch 
Interpretation einiger noch zu erwähnenden analytischen Formeln. 


$.4. 

Da in (25.) und (26.) mehrmals vier von den zwölf Symbolen 7 
Ausdrücke von dreien der sechs Symbole U sind, so kann man jene drei 
Symbole U eliminiren und erhält lineare homogene Gleichungen zwischen 
vier Symbolen V. Diese Elimination giebt mit Zuziehung der Gleichun- 


a ee a 
Re u Er 








he 











(ab')V — cy V) (ac), Hyd — 0 
(a'''c' a" 'b') (ac) (a’"b’’) War 
30, I_We,— av® , Wa VO _ 5 
a (b"’a)(b"'e'") ” (b’a’)(b''e) 
| (c’a)V,— b'V©) (cb’)V, -—aVvO 0 
(e''b’)(c''a) ä (ec 'b')(c"’a’) ir y 
eV, — (a'b’)V®) i ce V,— (ab)yd 0 
(a'''b'')(a’e) (b'’e"')(b''’a) a; 
31. a'V,— (bc) VH av, (bey N 
She (b'c)(b’a') (c’a)(c'"'b' Sal 
b"V,— (ca')V®) DV, — (Ca yW 0 
(ia )(e''b') A a AFDNE 


Von diesen Gleichungen reichen zwei hin, 


Veränderungen (17.) und (27.) die übrigen abzuleiten. 


Wenn man versucht, ni andere homogene 


vier von den zwölf Symbolen V abzuleiten, 


Ausdrücke H ss 


um aus ihne 





n dureh die 


Gleichungen zwischen 


so wird man auf folgende zwölf 


en —= (ad )aV,+(ba)a V;+ (ac EA YVP+(a be 'A)V® 
(32.) H,: — (b db A + (€ n bV,+ (ba \(a U )V®+ (b’e)(adYVe. 
(ed)ce Vs + (ad)eV,+ (EE)AYVP+ (ea')(b’d)V 
H, = (be )(b’c)V; + rt, bcN)V,+ bTE)EVM+ ("av 
(33.) H, = (a’c"')(ac')V, belle a)V,+ (Ca)eV"’+ (da )b’ N 
H,;, = (ab")(ab)V, + Klale” a b)N,+a b)a V”+la be Ve 





HV = (d’d\(b"E)V®+ (b’d) (6 eV" +lbA)eV,+ (cd"eV,, 
(34) H® = (b ei (ca )V OF (ed) a) V”+(ed)a'V;+ (a’d)a'V,, 
HP’ = (ed\(ab)VY"”+ (ad ah v)+ (ad)bV,-+ (ba’Yb"V.. 
\ /N , \ / 2 \ 
Br (EU u v9+HLEUNEVP+H La) WNYV,+(be\(b’eYV,. 
(35.) IHP= (c"a")b"V9 + (ac Ja" V®+ (ab)(ac' "yy ‚t+(ea )(e'a)) 





7 

Die Uebersicht über Bezeichnungen 
merkung erleichtert, dass durch die Veränderungen (17.) 
zeitig verändert werden: 


(a b)eV”+ (ba’)bV®- (b'o)(b'a"”) Y.4 


/ > 8 
diese 


und 


H wird dur 


a bb" (ab, AM 


ch die Be- 


y” 


cr h eleich- 


(# HA, H,; HB, H,H; HW, H®, H®; H®, H®, H® 
(36.) in 
u, H,4; 4, HH; H®, H®, H®. B®, H®, H®, 


16* 
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Die Bedeutung der Ausdrücke H erhellt aus den folgenden Glei- 






















































chungen: . 
a(ab)G,=H, a(b"c)@, = H,, 
(37.) 2b") =H,, (38.) b’(ca)@, = H,, 
c (ca)@G, = H,, c' (a'b’)@,; = H,, 
c(b’e)@, = H", a (b’e)@, = HH”, 
(39) 1a’ (ca )G, = H'), (40.) 3b"(ca)G,= H®, 
b'(ab)G, = H®), c(ab)G,—= H”, 


welche auf Grund der Bezeichnungen (13.), (15.) und (32.) bis (35.) rück- 
sichtlich der sechs Variabeln U, U;, ... U, zu Identitäten werden. 

Es genügt, von jedem dieser vier Gleichungssysteme eine Gleichung 
zu verifieiren; die anderen ergeben sich dann von selbst dureh die Ver- 
änderungen (17.), (18.), (27.) und (36.). 

Wenn man in der ersten Gleichung (37.) für die @ und H die 
Werthe aus (13.) und (32.) setzt und für die V die Werthe aus (25.) und 
(26.), so sieht man, dass die Üoeffieienten von U, auf beiden Seiten der 
(Gleichung übereinstimmen, gleich wie die Coefficienten von U,;. Die Coef- 
ficienten von U, und U, sind ebenfalls respective einander gleich auf Grund 
des Gleichungssystems (22.), welches sich durch (12.) noch verändern lässt. 
Endlich sind auch die Coefficienten von U, auf beiden Seiten der Glei- 
chung einander gleich auf Grund des Gleichungssystems (23.). Ebenso sind 
nach Ausführung der angegebenen Substitutionen in der ersten Gleichung 
(38.) die Coefficienten von U, und U, auf beiden Seiten der Gleichung 
respective einander gleich. Die Coefficienten von U, und U, sind es gleich- 
falls nach (22.), die Coeffieienten von U, nach (23.) u. 8. w. 

Da nun die Gleichungen (14.) und (16.) durch die Substitutionen (1.) 
und (3.) zu identischen wurden, so gilt dasselbe nach (37.) bis (40.) auch 
von den Gleichungen: 

a) eu et rn eh, 
423), Ei ne 


Jede von den 18 Gleichungen (30.), (31.), (41.) und (42.) liefert 
den Beweis, dass 18mal vier von den zwölf Ecken Y der beiden Brianchon- 
schen Sechsecke V,. und V* in einer Ebene liegen. Geht man aber genauer 
auf die Lage der vier Eeken ein, welche jedesmal in einer Ebene liegen, 
so ergiebt sich aus den Gleichungen (30.) und (31.), dass jede Seite des 
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einen Brianchonschen Sechsecks von der ihr correspondirenden Seite des 

anderen Brianchonschen Sechsecks geschnitten wird. Wir drücken diese 
Figenschaft so aus: 

„Jede gerade resp. ungerade Seite des einen Brianchonschen 

Sechsecks wird von der ihr correspondirenden geraden resp. un- 


geraden Seite des anderen Brianchonschen Sechsecks geschnitten.“ 


Oo 
Die geometrische Interpretation der Gleichungen (41.) und (42. 

ojebt den Satz: 
„Jede gerade resp. ungerade Seite des einen Brianchonschen 
Sechsecks wird von jeder ihr nieht correspondirenden geraden 
resp. ungeraden Seite des anderen Drianchonschen Sechsecks 


$ ve- 
; schnitten.“ 
Vereinigen wir diese beiden Sätze zu einem, so können wir sagen: 
f | Jede gerade resp. ungerade Seite des einen Brianchonschen Sechsecks 
' wird von jeder geraden resp. ungeraden Seite des anderen Brianchonschen 
i | Sechsecks geschnitten. 
5 Daraus folgt endlich der Satz: 
| Die beiden Brianchonschen Sechsecke V, und V* liegen aüif dem- 
selben Hyperboloide H, 
£ indem die beiden Hyperboloide 7, und H* zusammenfallen. 
1 
J . 
. $ 6. 
. 
f Wir fassen die in der vorhergehenden Untersuchung gewonnenen 
geometrischen Resultate zusammen in dem folgenden 
/ Theorem. 
Wenn man von den acht Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter Ord- 
nung irgend sechs Punkte als die Ecken eines räumlichen Sechsechs U be- 
[rachtet, hierauf von dem siebenten Schnittpunkt der drei Oberflächen aus drei 
(rerade zieht, welche die gegenüberliegenden Seiten des Sechsechs U paar- 
t weise schneiden, und die sechs Schnittpunkte in der Reihenfolge der Seiten des 


Sechsecks U als die Ecken eines dem Sechseck U einbeschriebenen Sechsecks 
\, nimmt: wenn man ebenso von dem achten Schnittpunkt der drei Oberflächen 
weiter Ordnung aus drei Gerade zieht, welche die gegenüberliegenden Seiten 


des Sechsecks U paarweise schneiden, und die sechs Schnittpunkte in derselben 



















126 Hesse, über die acht Schnittpunkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung. 


Reihenfolge als die Ecken eines zweiten, dem Sechseck U einbeschriebenen 
Sechsecks V* nimmt: so liegen die beiden einbeschriebenen Sechsecke V,, und 
V* auf einem und demselben Hyperboloide H. 

Dieses 'Theorem lehrt in linearer Weise den achten Schnittpunkt 
dreier Oberflächen zweiter Ordnung construiren, wenn sieben Schnittpunkte 
derselben gegeben sind. Denn betrachtet man sechs von den gegebenen 
sieben Schnittpunkten als die Ecken eines Sechsecks U, so kann man mit 
Zuziehung des siebenten gegebenen Schnittpunktes nach dem T’heorem das 
Brianchonsche Sechseck V,, linear construiren. Ist der siebente Schnittpunkt 
nicht gegeben, sondern statt seiner das Sechseck V,, so tritt derselbe als 
der Brianchonsche Punkt dieses Sechsecks V, auf, das heisst, als derjenige 
Punkt, in welchem sich die drei die gegenüberliegenden Ecken verbindenden 
Diagonalen schneiden. Dasselbe gilt auch von dem achten Durchschnitts- 
punkt der drei Oberflächen zweiter Ordnung und dem Sechseck V*. Ist 
nämlich dieses Brianchonsche Sechseck V* gegeben, so stellt sich der achte 
Schnittpunkt auch als der Brianchonsche Punkt dieses Sechsecks V* dar. 

Man sieht, dass es darauf ankommt, das Sechseck V* zu construiren, 
wenn das Sechseck U und das ihm einbeschriebene Sechseck V,, 
geben sind. 


ge 

Mit dem Sechseck V, ist zugleich das Hyperboloid gegeben, auf 
dem dieses Sechseck und nach dem Theorem auch das zu construirende 
Sechseck V* liegt. Da aber beide Sechsecke V, und V* überdies dem ge- 
sebenen Sechseck U einbeschrieben sind, und da jede Gerade, die nicht 
ganz auf dem Hyperboloid liegt, dieses in zwei Punkten schneidet, so 
leuchtet ein, dass die Ecken des ersten Sechsecks V, die einen Schnitt- 
punkte, die Ecken des zweiten Sechsecks V* die anderen Schnittpunkte der 
Seiten des Sechsecks U mit dem Hyperboloide sein müssen. 

Ist also das Sechseck U gegeben, ferner das Sechseck V,, zugleich 
mit dem Hyperboloid H, auf dem es liegt, so ergeben sich die Ecken des 
Sechsecks V* als die zweiten Schnittpunkte der Seiten von U mit H. Die 
sich hieraus ergebende Construction des Sechsecks V* ist nicht linear, weil 
sie noch des Hyperboloides bedarf. Man braucht aber in der T'hat zur 
Construction das Hyperboloid nicht. Denn man weiss, dass die Seite VO’V" 
des Sechsecks Y* — wir nennen sie eine ungerade Seite des Sechsecks — 
in der Ebene liegt, welche durch die drei Ecken U,, U,, U, des gegebenen 
Sechsecks U geht. Man weiss ferner, dass jene ungerade Seite des Sechs- 
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eceks V* geschnitten wird von jeder ungeraden Seite V,V, und V,V, des 
Sechsecks V,. Verbindet man daher diejenigen beiden Punkte, in welchen 
die genannten ungeraden Seiten des Sechsecks V, die durch U, U, U, ge- 


(=) 


leete Ebene schneiden, so hat man in der Verbindungslinie die Seite V'} 


les Sechsecks V*. In ähnlicher Weise eonstruirt man die anderen Seiten 
les Sechsecks V*, dessen Brianchonscher Punkt eben der gesuchte achte 
Durebsehnittspunkt der drei Oberflächen zweiter Ordnung ist. 











Zur Construction des achten Schnittpunktes dreier 
Oberflächen zweiter Ordnung. 
(Von Herrn F. Caspary.) 


Da: Problem, zu sieben Schnittpunkten dreier Oberflächen zweiter 
Ordnung den achten zu finden, ist nach den grundlegenden Arbeiten Hesses* 
in den schönen und umfassenden Untersuchungen von ve. Staudt, H. Müller, 
Sturm, P. Serret, Piequet, Reye, Schröter und Zeuthen **) zwar eingehend be- 
handelt, eine einfache Construction des achten Schnittpunktes aber bisher 
nicht gegeben worden. Denn die in jenen Abhandlungen benutzten Hyper- 
boloide und Raumeurven dritter Ordnung erweisen sich allerdings zur Auf- 
findung der vorhandenen Lagenbeziehungen als höchst brauchbare Hülts- 
mittel, sind jedoch zur wirklichen Ausführung der Construction nicht erfor- 
derlich und eomplieiren dieselbe in unnöthiger Weise. Ich werde im Fol- 
senden unmittelbar aus dem "T'heorem, welches im letzten Paragraphen 
der voranstehenden Abhandlung gegeben ist, und zu welchem Hesse bereits 
in seinen früheren Untersuchungen gelangt war, eine einfache Construction 
des achten Schnittpunktes ableiten, bei welcher der gesuchte Punkt der 
Durchsehnitt dreier leicht zu bestimmenden Ebenen wird. 

Es mögen, wie in der vorangehenden Abhandlung, deren Bezeichnung 
ich hier durchgehends beibehalte, U, U, ... U, die acht Schnittpunkte 
dreier Oberflächen zweiter Ordnung bedeuten, urd sechs von ihnen, etwa die 


*) Hesse, dieses Journal, Bd. 20, S. 304; Bd. 26, 8. 147; Bd. 73, S. 371; ferner 
Bd. 85, 5. 304 und dieser Band >. 110. 

) v„Staudi, Beiträge zur Geometrie der Lage S. 366; H. Mäller, Math. Ann. Bd. 1, 
S. 409; Sturm, Math. Ann. Bd. 1, 5.553; P. Serret, G&ometrie de direction p. 311; 
Picquet,.dieses Journal Bd. 73, S. 367; Reye, Geometrie der Lage, Bd. II, S. 152; Schröter, 
Theorie der Oberfl. II. Ordnung S. 704; Zeuthen, Overs. over d. k. Danske Vidensk. 
Selsk. Forh. Jahrg. 1880 u. Math. Ann. Bd. 18, 8. 63. 
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u * 


Punkte U, Ü,, ... U, in der angegebenen Reihenfolge zu einem räumlichen 
Sechseeck verbunden werden: die Seiten desselben U,U, U,U,, ... mögen 
die erste, zweite, ... Seite des Sechsecks heissen. Dann bilden die erste 
und vierte, zweite und fünfte, dritte und seehste Seite die drei Paar Gegen- 
seiten des Sechsecks. Legt man nunmehr durch jede Seite des Sechsecks 
und den Punkt U, eine Ebene und schneidet diese durch die Gegenseite 
der in ihr befindlichen Sechsecksseite, so erhält man sechs Punkte F,. 
V,. ... Y, welche bez. auf der ersten, zweiten, ... sechsten Seite des ur- 
sprünglichen Sechsecks liegen. Diese sechs Punkte V,, V. ... F, bilden 
in der angegebenen Reihenfolge ein Brianchonsches Sechseck, und der 
Schnittpunkt U, der drei Diagonalen V,V,. W;V,. V,V, ist daher der zuge- 
hörige Brianchonsche Punkt desselben. Verfährt man ebenso, indem man 
an Stelle des Puuktes U, den Punkt U- wählt. so erhält man sechs neue 
Punkte V®, Y®, ... V®, welche ein zweites Brianchonsches Sechseck mit 
dem Brianchonschen Punkte U, bilden. Folgen nun in den beiden Brian- 
chonschen Sechsecken die Seiten in der natürlichen Reihenfolge: F,) 

V,V;, ... HN; y®y®, VYYV®, „.. VOY® auf einander, so bilden nach 
dem Hesseschen T’heorem die geraden Seiten des einen und die ungeraden 
Seiten des anderen je ein System von Erzeugenden eines Hyperboloids, 
oder mit anderen Worten: Jede gerade bez. jede ungerade Seite des einen 


” 


Brianchonschen Sechsecks wird von jeder geraden bez. jeder ungeraden 
Seite des anderen Drianchonschen Sechsecks geschnitten. Daher liegt die 
Seite VW) Y@ mit der Seite V,V, in einer Ebene &®, und ebenso die Seite 
‚9 y@ mit der Seite V,V, in einer zweiten Ebene &®,. Da aber aus 
dem nämlichen Grunde die Seite FÜ’ auch von V,V, geschnitten wird 
und überdies in der Ebene U,U,U,; liegt, so geht V® Y" durch den Schnitt- 
punkt von V,V, mit U,U,;U,. Durch diesen Punkt und V.YV, ist also <" 
bestimmt. Da ferner die Punkte V" und V" auch bez. auf den Geraden 
UÜU, und U,U, liegen, so sind diese Punkte die Durehsehnitte von U, | 
U,U, mit 5$®. Durch V®, V,, V, geht aber die Ebene &®, deren Durch- 
schnitt mit U, U, der Punkt V® ist. Da endlich der gesuchte achte Schnitt- 
punkt U, als Brianchonseher Punkt des zweiten Brianchonschen Sechsecks 
auf jeder der drei Diagonalen VO FT», FOFO, VO YO Jjegt, diese Diago- 
nalen aber bez. von U,U,, U,U,. U,U, geschnitten werden, so liegt U- in 
jeder der drei Ebenen: V®U,U, VO U,U, V®U,U, und ist also der Schnitt- 
punkt derselben. Daraus ergiebt sich die folgende einfache 
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Construetion. 
Sind U, U, ... U, die sieben gegebenen Schnittpunkte dreier Ober- 

flächen zweiter Ordnung, deren achter Schnittpunkt U- gesucht wird, so ver- 

binde man von den sieben Schnitipunkten sechs, etwa U, U;, ... U, in der 

angegebenen Reihenfolge zu einem räumlichen Sechseck und lege durch den 

siebenten Punkt U, und die Geraden U,U,, U,U,, ... U,U, sechs Ebenen, E | 

deren Schnittpunkte mit den Geraden U,U,;,, U,U;, ... U,U, bez. V, V.,...) x 


heissen mögen. Ferner lege man durch den Schnittpunkt der Geraden V;\, 





mit der Ebene U,U,U, und die Gerade V,V, eine Ebene S“’. Sind alsdann E | 
die Schnittpunkte von S"’ mit U,U, und U,U, bez. V“) und V®, und legt man 
durch V, V., V, eine zweite Ebene s'’, deren Schnittpunkt mit U,;U, durch 
\‘) bezeichnet werde, so schneiden sich die drei durch V“’, U, U,; V". 


U, U: V®, U, U, gelegten Ebenen in dem gesuchten achten Schnittpunkt U, 
Berlin, den 18. Mai 1884. 


Druekfehler. 


Ss, 123 Gl. (33.) lese man H, = (c'a”')(ca’) statt (a’c’'")(ac). 
4 \ 
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Construction des achten Schnittpunktes dreier Ober- 
flächen zweiter Ordnung, von denen sieben gemein- 


hen) 


schaftliche Punkte willkürlich und unabhängige von 
einander gegeben sind. 


Ä 


(Von Herrn H. Schroeter in Breslau.) 


Die seit langer Zeit bekannte Aufgabe: 

„Wenn sieben von einander unabhängige Punkte willkürlich im Raume 
gegeben sind, denjenigen achten Punkt auf lineare Weise zu construiren, der 
simmtlichen Oberflächen zweiter Ordnung gemeinschaftlich ist, welche durch 
die sieben gegebenen Punkte gehen,“ 
hat verschiedene Auflösungen erfahren, aber keine derselben besitzt meines 
Krachtens denjenigen Grad der Fertigkeit und Einfachheit, welcher völlig 
befriedigen könnte. Die Aufgabe ist daher immer wieder der Gegenstand 
erneuter Untersuchung geworden *). 

Befriedigen könnte nur eine Lösung, welche in möglichst einfacher 
Weise die fertige Construction des achten Punktes aus den sieben gerebenen 
Punkten auf lineare Weise ableitet (d. h. durch Verbindung von zwei und 
drei Punkten mittelst gerader Linien und Ebenen, dureh Bestimmung der 
Schnittpunkte und Schnittlinien solcher Geraden und Ebenen mit einander). 


*) Die hauptsächlichsten hierauf bezüglichen Publieationen sind folgende: 

G. Lame, examen des differentes methodes, Paris 1818, p. 58. 

O. Hesse, de eurvis et superfieiebus seeundi ordinis, dieses Journal Bd.20, 8.285 ff. 

O. Hesse, über die lineäre Construction des achten Sehnittpunktes ete., dieses 
Journal Bd. 26, S. 147. 

P. Serret, g&eometrie de direction 1869, p. 311 ff. 
H. Piequet, solutions de quelques probl&mes relatifs aux surfaces du second 
dezre, dieses Journal Bd. 73, S. 365. 

G. Zeuthen, theorie des figures projectives sur une surface du second ordre 
\lath. Annalen von Clebsch Bd. 18, 8. 33. 
| @. Zeuthen, Konstruetion. of det ottende Skaeringspunkt ete. (Oversigt over det 
\ongelige Danske Videnskabernes Selskabs Forhandlinger. 1880 p. 227.) u. v. a. 
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Wenn z. B. die Lösung der Aufgabe gegeben wird *%): „Man lege dureh 
sechs von den sieben gegebenen Punkten eine Raumeurve dritter Ordnung 
und ziehe dureh den siebenten Punkt die einzige Sehne s der Raumeurve., 
wiederhole sodann diese Construction unter Vertauschung des siebenten 
Punktes mit einem der sechs übrigen, dann schneiden sich die so erhaltenen 
Sehnen s in dem gesuchten achten Punkt,“ so klingt diese Lösung ebenso 
elegant wie einfach; allein will man mittelst der sieben gegebenen Punkte 
zwei solche Sehnen s wirklich construiren, so wird diese Construetion sehr 
umständlich und unübersichtlich, so dass die Ausführung fast illusorisch 
wird. Aehnlich verhält es sich mit den andern bekannten Auflösungen: 
Ks wird eben nur angegeben, ‘wie eonstruirt werden könne; will man aber 
zur Ausführung schreiten, so wird diese so verwickelt, dass sie meist 
unterbleibt. 

Die vorangehende Auflösung des Problems (s. o. 8.128) von Herrn 
F. Caspary, welche aus der nachgelassenen Hesseschen Arbeit (s. 0. 5. 110 
abgeleitet ist und die hervorgehobenen Mängel zu ergänzen sucht, gab mir 
Veranlassung, auf die erste von Hesse gegebene Lösung zurückzukommen. 
welche sich in dem angegebenen Sinne vervollständigen lässt und unter Ab- 
änderung der von Hesse selbst gegebenen Lösung einer Hülfsaufgabe (Pro- 
blema I in diesem Journal Bd. 20, S. 303), auf die er seine Construction 
zurückführt, schliesslich in eine fertige Form gebracht werden kann, die den 
gestellten Anforderungen zu genügen scheint. Indem ich mir erlaube, diese 
vollständig ausgeführte Construction, welche noch den Vortheil bietet, dass man 
fast nur i» einer und derselben Ebene zu operiren nöthig hat, hier mitzu- 
theilen, will ieh den zu derselben führenden Gedankengang vorausschicken. 


Eine Gruppe von acht associirten Punkten (d. h. die acht Schnitt- 
punkte dreier Oberflächen zweiter Ordnung, welche nicht durch dieselbe 
kaumeurve, den Schnitt zweier von ihnen, hindurchgehen) besitzen die von 
Hesse bewiesene (T'heorema 9 a. a. 0.) Eigenschaft, dass sie, irgendwie in 
zwei Gruppen von je vier getheilt, als die Ecken zweier Tetraeder er- 
scheinen, welche allemal als Polartetraeder eines und desselben räumlichen 
Polarsystems aufgefasst werden können oder, was dasselbe sagt, einem und 
demselben räumlichen Polarsystem angehören. 


*) Th. Reye, die Geometrie der Lage, Abtlı. II, S. 152; H. Schroeter, Theorie de: 
Oberflächen zweiter Ordnung und der Raumeurven dritter Ordnung, S. 704. 
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Hat man nun sieben von einander unabhängige Punkte im ltaume 
d.h. keine drei in einer Geraden, keine vier in einer Ebene und nicht 
alle sieben auf derselben Raumeurve dritter Ordnung), so kann man vier 
von diesen sieben Punkten als Ecken eines Polartetraeders, die drei übri- 
ven als Ecken eines Polardreiecks in einem räumlichen Polarsystem wählen. 
welches durch diese Bestimmungsstücke vollständig und eindeutig bestimm! 
wird; denn das Polartetraeder enthält sechs, das Polardreieck drei Bestim- 
mungsstücke (Paare conjugirter Punkte), und neun solche sind gerade noth- 
wendig und hinreichend für das räumliche Polarsystem. Wenn man nun 
in dem so bestimmten räumlichen Polarsystem zu der Ebene des Polar- 
dreieeks den Pol ermittelt, so ist derselbe der gesuchte achte Punkt. 

Seien 1234 die Ecken des Polartetraeders, 567 die Eeken des 
Polardreiecks, so hat man in der Ebene desselben [567] ausser diesem 
Polardreieck in Folge des Polartetraeders noch drei Paare conjugirter Punkte 
für das in dieser Ebene [567] enthaltene ebene Polarsystem, nämlich die 
Durchbohrungspunkte der drei Paar Gegenkanten des Polartetraeders (1234 


mit der Ebene [567], weil ein Paar Gegenkanten des Polartetraeders con- 





jugirte Strahlen des räumlichen Polarsystems sind. 
jezeichnet man also die Treffpunkte: 
(12, 567)=», (13, 567)=ua, (14, 56) =r, 
(34, 67) =p., (24, 567)= a, (23, 567) = Tr, 
welche zu je dreien in vier Geraden liegen, nämlich in den Schnittlinien: 
123, 567, = |pqr,|, |124, 567 = !Ip girl, 
‚134, 567/= par), 234, 567) = |pan, 
so hat man in der Ebene [567] scheinbar mehr Bestimmungsstücke, als für 
ein ebenes Polarsystem nothwendig sind: denn ein solches wird schon be- 
stimmt durch ein Polardreieck (567) und zwei Paare conjugirter Punkte: 
p und p.: a und a;: 
allein das dritte Paar r und r, widerspricht den vorigen Bedingungen nicht. 
sondern ist vielmehr eine nothwendige Folge derselben, weil nach einem 
Satz von Hesse *) zwei Paare conjugirter Punkte: p und p,. a und a, immer 
ein drittes Paar: 


(P9, ap )=r und (pa, p.d)=t, 
ur Folge haben. 


*) J. Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, Th. II (1876) S. 419 
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Das ebene Polarsystem in der Ebene [567] ist also durch die ge- 
vebenen Bestimmungsstücke gerade bestimmt. Wir ermitteln von p die 


Polare p, welche durch p, gehen muss, und wie sogleich gezeigt werden 
wird, construirt werden kann; dann ist, weil p in |12| liegt, die Polarebene 
des Punktes p im räumlichen Polarsystem diejenige Ebene, welche j34| und 
p verbindet. Wir brauchen von der Geraden p nur noch einen Punkt ® 
zu kennen, dann ist die Polarebene 

E23 
schon bestimmt. Ebenso ermitteln wir von q die Polare q im ebenen Polar- 
system oder nur einen Punkt OÖ von ihr, dann ist die Ebene 

[420] 
die Polarebene von q im räumlichen Polarsystem, und endlich ermitteln 
wir von r die Polare r oder nur einen Punkt N derselben, dann ist die 
Ebene 

[23%] 
die Polarebene des Punktes r im räumlichen Polarsystem; folglich wird der 
Schnittpunkt der drei Ebenen 

34], [420], [23R]) = 8 
der Pol der Ebene [567] im räumlichen Volarsystem, d.h. der gesuchte 
achte Punkt sein. Wir haben demnach nur in der Ebene [567] zu operiren 
und drei gewisse Punkte BON in derselben zu ermitteln, um zur Uon- 
struction des gesuchten achten Punktes zu gelangen. Die Construction der 
Polaren pgr bildet den Gegenstand der Hülfsaufgabe von Hesse (Problema | 
a.a. 0.) und lässt sich durch die folgende von der Hesseschen verschiedene 
Betrachtung ersetzen, welche zu einer etwas kürzeren Construction führt. 
Wenn man zur Bestimmung eines ebenen Polarsystems ein Polar- 

dreieek (567) und nur ein Paar conjugirter Punkte q und q, giebt, so ist 
das Polarsystem dadurch noch nicht vollständig bestimmt, sondern es sind 
unendlich viele Polarsysteme vorhanden, die diesen Bedingungen genügen, 
aber in dem Zusammenhange mit einander stehen, dass, wenn man in jedem 
derselben zu einem festgehaltenen Punkte p die Polare p ermittelt, diese 
sämmtlichen Polaren durch einen und denselben festen Punkt B laufen; 
fügt man daher noch die weitere Bedingung hinzu, dass p und p, conju- 
eirte Punkte sein sollen, so wird 


MP = p 
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die Polare des Punktes p in dem einzigen jetzt völlig bestimmten Polar- 


systeme sein. Die Richtigkeit der eben ausgesprochenen Behauptung ist 
in des Verfassers Bearbeitung der Steinerschen Vorlesungen ®) bei Unter- 
suchung des ebenen Polarsystems ausführlich und allgemein bewiesen 
worden; an dieser Stelle mag sie nur übersichtlich ohne Berücksichtigung 
des imaginären Falles nachgewiesen werden, um die aus ihr folgende, imme:ı 
reelle, Uonstruction abzuleiten. 

Ist (567) ein Polardreieck und qq, ein Paar conjugirter Punkte für 
ein ebenes Polarsystem, so giebt es drei ausgeartete Polarsysteme, die diesen 
Bedingungen genügen. Nimmt man nämlich den Punkt 5 als Doppelpunkt 
eines (reellen oder imaginären) Linienpaares, welches aus den Doppel- 
strahlen einer Strahleninvolution besteht. zu deren Bestimmung die beiden 
Strahlenpaare 

56/ und |57|; |da| und >q,| 
senügen, so ist das Linienpaar als Kernkegelschnitt $ eines ausgearteten 
Polarsystems anzusehen, welches den vorgeschriebenen Bedingungen genügt. 
und die Polare von p wird der zu dem Strahle |5p| zugeordnete Strahl / 
der Strahleninvolution sein. 

Nimmt man ferner den Punkt 6 als Doppelpunkt eines zweiten (reellen 
oder imaginären) Linienpaares an, welches aus den Doppelstrahlen einer 
Strahleninvolution besteht, zu deren Bestimmung die beiden Strahlenpaare 


165| und |67|; |6q| und |6g,| 


ausreichen, so ist dieses Linienpaar als Kernkegelschnitt K{? eines zweiten 
ausgearteten Polarsystems anzusehen, welches den vorgeschriebenen Be- 
dingungen genügt, und die Polare von p wird der zu dem Strahle '6p| zu- 
reordnete Strahl /, der Strahleninvolution sein. 

Die beiden Kernkegelschnitte X und 4” bestimmen ein Kegel- 
sehnittbüschel, für welches (567) das gemeinschaftliehe Polardreieck und 
19, ein gemeinschaftliches Paar eonjugirter Punkte sein wird. Für dies 
INegelschnittbüschel müssen bekanntlich die Polaren des Punktes p sämmtlieh 
lureh einen und denselben Punkt B laufen, welcher daher nichts anderes als 
er Schnittpunkt 

(1,) =% 


*) Die T'heorie der Kegelschnitte, gestützt auf projeetivische Eigenschaften (Leipzig 
IS16) 8. 428. 
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sein muss. Es giebt in dem Kegelschnittbüschel (KK) noch ein drittes 
Linienpaar, zu dem wir in gleicher Weise wie zu den beiden ersten ge- 
langen. Nehmen wir den Punkt 7 als Doppelpunkt eines (reellen oder 
imaginären) Linienpaares, welches aus den Doppelstrahlen einer Involution 
besteht, zu deren Bestimmung die beiden Strahlenpaare: 


175 





und /76|;  |7q| und |7a,!| 
dienen, so ist dies Linienpaar als Kernkegelschnitt 4”? eines ausgearteten 
Polarsystems anzusehen, welches den vorgeschriebenen Bedingungen genügt. 
und bestimmt man zu dem Strahle |7p| den zugeordneten Strahl 2, der 
Strahleninvolution, so ist leicht direet nachzuweisen, dass auch Z, durch den- 
selben Punkt ® gehen muss, sowie dass die drei (Linienpaare) Kegel- 
schnitte KOK?NRS” das gemeinsame (Diagonaldreieck) Polardreieck (567) 
haben, indem der elementare Satz gilt: 

„Wenn man ein Dreieck (567) und ein Punktepaar gg, hat und be- 
stimmt drei Strahleninvolutionen durch je zwei Strahlenpaare: 

1) )56| und |57 

2) 167| und |65 


or jum 


O2, dd 





1; jdq] und |da,). 
1; 
l 


‚6a) und |64,!. 





und |76|; |7g| und |7gq, 

ermittelt endlich in diesen drei Strahleninvolutionen zu den Strahlen: 
RR ne 

5p|, \6p|. |7p| 





die zugeordneten Strahlen Ill, so laufen diese drei Geraden durch einen und 
denselben Punkt: 
(Ib) = DB 

(Theorie der Kegelschnitte, S. 404). 

Es bleibt jetzt nur noch übrig, die Geraden /l,!, oder nur zwei der- 
selben möglichst einfach zu construiren, um den Punkt % zu finden. Dies 
kann nun in folgender Weise geschehen: Nennt man die Schnittpunkte: 

j4 -1oN\ km _ rs 
(pa, 56)=a, (pa, 5) =, (9a, a) =, 


so 1st 





88 = |}; 
denn das vollständige Vierseit, dessen Seiten die Geraden: 
ga‘, Iqaı|, ga,|, 'qa 


sind, hat zu den drei Paar Gegenecken die Punkte: 





aund a. qaunda. »p und $, 
























N 
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welche von dem Punkte 5 aus perspectiv projieirt bekanntlich drei Strahlen- 
paare einer Involution bilden; das erste Strahlenpaar ist aber |56| und |57., 
das zweite /5q| und |5q,| und das dritte |5p| und |58|, also ist 
[98| = I! 
vefunden; auf gleiche Weise werden /, und Z, construirt; mithin ist auch 
der Sehnittpunkt 
(u, l,) _ PL 
veftunden und kann allein durch das Ziehen weniger gerader Linien in der 
Ebene [567] ermittelt werden. Construiren wir sodann in gleicher Weise 
die Punkte O und R in der Ebene [567], so ist nach dem Obigen der ge- 
suchte achte Punkt der Gruppe der assocürten Punkte als der Schnittpunkt 
der drei Ebenen 
([34$]. [420], [23R]) = 8 
ermittelt. Die Construction der Punkte BON ist aber verhältnissmässig 
einfach und übersichtlich darzustellen, sodass sich nunmehr das vollständige 
Uonstructions-Schema hinschreiben lässt. Es bleibt dabei noch eine zwie- 
fache Willkürlichkeit in der Construction enthalten; man kann nämlich 
einerseits bei einem Paar conjugirter Punkte die beiden einzelnen Punkte 
mit einander vertauschen, ohne dass das Ergebniss der Construction dadureh 
geändert wird; andererseits hat man in der Ebene [567] drei Paare conju- 
sirter Punkte: pp,, qq, rr,; man kann also zur Construction des Punktes 
entweder das Paar qq, verwenden oder das Paar rr,, ohne dass das Ergebniss 
der Construction dadurch geändert wird. Dadurch erhält man zur Be- 
stimmung der Geraden /, welche durch 5 geht, nieht bloss einen Punkt $, 
sondern zwei Punkte 8 und $, die mit 5 in einer Geraden liegen müssen. 
Andererseits erhält man durch die Wahl des anderen Punktepaars nicht 
nur die drei Punkte BON, sondern noch drei neue Punkte VON. die aber 
so liegen müssen, dass 
BP, BP, DO, RW sich je in einer Geraden befinden, 
sodass der Punkt 8 derselbe bleibt, weil die drei Ebenen, deren Schnitt- 
punkt er ist, nicht geändert werden. Der grösseren Symmetrie wegen führen 
wir diese Constructionen vollständig aus und leisten also mehr, als unbedingt 
zur Ermittelung des achten Punktes nothwendig ist; wir gewinnen aber 
dadurch zugleich eine Controlle für die Construction, die nieht ohne Werth 
ist, und haben mithin zwei neben einander laufende Constructionen, die 
(urch folgendes Schema dargestellt werden: 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 18 
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Sind im Raume sieben von einander unabhängige Punkte gegeben 
de her A Se ce a: 
so bestimme man die Treffpunkte: 

(12,567) =p, (13,567 (14,567) =t, 

(34,567) = p,, (24,567) = q,, (23,567) = r,, 
welche zu je dreien auf den vier Geraden liegen: 
1123,567| = 
1134,567|= | 











par], |124,567| = = 'pq, r|, 
eis) 1234, 567/ = |pı ıtı|. 
Sodann bestimmen wir in der Ebene [567] die neun Durchschnitts- 
punkte der Seiten des Dreiecks 567 
nämlich die Punkte: 


mit den Seiten des Dreiecks var. 





a = (67, 134) = (67, ar), b = (67, 124) = (67, rp), c = (67, 123) = (67, pa), 
a, = (18, 154) = (75, gr), b, = (75, 124) = (75, rp), = (75, 123) = (75, pP) 
a, = (56, 134) = (56, gr), b, = (56, 124) = (56, rp), &, = (56, 123) = (56, py). 
Nunmehr kann man in doppelter Weise construiren, nämlich entweder 
I. 
Die drei Punkte 5, (gb, 116), (10,6) liegen in einer Geraden, 
ER; e 6, (gb, 1), (0% Nie) n R R : 
A ee en 
Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte %. 
2) Die drei Punkte 5, (re, r,a,), (TC, Ta) liegen in einer Geraden, 
er - 6, (te, ti), (TC, TA) - - ki EEE 
EL - Lkr, 0), FE) .- ze - 
Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte Q. 
3) Die drei Punkte 5, (pa,, p,b,), (pa, Pp,b,) liegen in einer Geraden, 
# = Bi 6, (pa, p.b.), (Pa;, p,b) 5 = r 5 
= 3 r , Pa, p,b), (pa, p.b,) & . 2 ai 
Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte N. 
Der Schnittpunkt der drei Ebenen 
(317), 420), [230)) = 8 
ist der gesuchte achte Punkt. 





Oder: 


Il. 
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1) Die drei Punkte 5, (rc. r,b,), (rc. r,b,) liegen in einer Geraden, 


Ei . 6, (re, r,b,), (re. rı6b) - Jul 
En > = Ru (ee 5) 


Diese drei Geraden schneiden sich in einem Punkte ®'. 


2) Die drei Punkte 5, (pa,, p,C,), (Pa, P,6) liegen in einer Geraden, 


. - u 6. (pa, PC), (Pa;, pc Es 2 ; 
Er: ; i ı, pa„pıd, Pa, pt) - + - 


Diese drei Geraden schneiden sieh in einem Punkte ©. 


3) Die drei Punkte 5, (gb,, 1,a,), (7b,, 11a,) liegen in einer (Geraden, 


r . . 6. (ab, 1a,), (ab, a - TER, 
Be - 7, (ab,.ma) (ab. na) - Bet « 


Diese drei Geraden schneiden sieh in einem Punkte W. 


Der Schnittpunkt der drei Ebenen 
([34P. 420), [238] 


I 
| 


ist der gesuchte achte Punkt. 
Ferner liegen 


die drei Punkte p, PP, DO, rn NR NW je in einer Geraden, 


also auch 


die vier Punkte 34E P, 4200, 23NRXW je in einer Ebene. 
Will man die Symmetrie opfern, so gestaltet sich die Construction 
viel kürzer, weil zur Construction des Punktes E von den drei angezebenen 


(seraden, die durch ihn gehen, nur zwei erforderlich sind, und zur Uon- 


struetion dieser Geraden von den drei angegebenen Punkten nur zwei er- 


torderlieh sind. 


Nachdem man die Durchsehnittspunkte der Seiten des Dreiecks 567 
mit den Seiten des Dreiecks par, wie oben, bestimmt hat, von denen nich! 


einmal alle gebraucht werden, construire man z. B. so: 
Die Verbindungslinien: 
16, (pa, p,b,)| und |7, (pa, p,b,)| treffen sich in | 
16, (pa,p,)| und !7,(pa,p,c)| - Rn 
16, (gb, 16) | und |7, (ab, e)| - Rs 
([23R), 240), [34P]) = 8, 


— 
—. 
» 


= 
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oder in irgend einer anderen Verbindung, die man sich möglichst bequem. 
d. h. unter Verbrauch möglichst weniger Linien und Punkte aus dem obigen 
allgemeinen Schema heraussuchen kann. 

Wir bemerken schliesslich nur noch, dass die in der Construetion 
auftretenden Geraden auch als Pascalsche Linien in gewissen zerfallenden 
Kegelschnitten (Linienpaaren), und ebenso die in der Construction ge 
brauchten Punkte BON auch als Brianchonsche Punkte in gewissen zer 
fallenden Kegelschnitten (Punktepaaren) aufgefasst werden können, z.B 
die Gerade, in welcher die drei Punkte: 


9, (b;, Jıı), (qb,, Jı 6,) 
liegen, wird sich, weil 5 =(b; c,, 6,6) ist, als die Pascalsche Linie des Sechs- 
ecks 16,0 1,6,b, auffassen lassen, dessen sechs Ecken zu je dreien auf den 
beiden Geraden liegen: 
oc! und /1b,b,! 
u.8.f. Ebenso erscheint der Punkt B als Brianchonscher Punkt in dem 
Sechsseit, dessen auf einander folgende Seiten sind: 





7b:\, ||, mb, mer), bi, Iqe 


und welches ein Brianchonsches Sechsseit ist, weil die drei Seiten 


h) 


ıyb, |qb,|, Iqb,| durch einen Punkt q, 
die drei anderen Seiten 

Tech, Incl, || durch einen Punkt q, 
laufen und das Punktepaar q9, als ein zerfallender Kegelschnitt aufzufassen 
ist u. 8. W. 


Breslau. den 17. Mai 1885. 


















Demonstration du theoreme fondamental de Valgebre. 


(Par M. Joseph Perott & Gra-Thumiac, Morbihan.) 


\* 
Jest A Gauss *) qu’on doit la premiere demonstration de ce theoreme 


qui eonsiste en ce que toute fonetion algebrique rationnelle entiere d’une 
seule variable est decomposable en autant de facteurs lineaires que l’ex- 
posant de son degre eontient d’unites. Mais telle est la f&econdite des idees 
disseminees dans la memorable these du grand geometre, quw'en les re- 
eueillant avee soin, on parvient facilement a reconstituer une autre demon- 
stration du theoreme fondamental, differente de la premiere de Gauss. Ü'est 


la täche que je me propose d’aecomplir dans le present travail. 


l. 


On sait 


RN 


quiil suffit de demontrer que toute &quation algebrique 
a une seule inconnue 


X=-X (2) = Ä(z, a.) = c"4 a, LE" tet ‚c+a, U, 


juel qw'en soit le degre m, a au moins une racine, pour que le theoreme 
tondamental puisse @tre etabli par des eonsiderations tres simples. Nous 
ne traiterons d’ailleurs que les @quations A coeffieients reels, extension du 
theoreme fondamental aux equations A coeffieients queleconques etant im- 
mediate. Faisons x = t-+iwu et posons 
X(t+iu)+X(t— in) 
2 
\(t-+tm)— A(t— tu) 
2i 


= 7 = Fll,u) = F.66,), 


— U = Ult, a"). 


*) Demonstratio nova theorematis omnem functionem algebraicam rationalem in- 
(egram unius variabilis in factores reales primi vel secundi gradus resolvi posse. Helm 
stadii 1799. 


##) Demonstratio, art. 4, 13, 14, 15. 
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Demontrer que l’equation Az) = 0 a au moins une racıne ©, = h-+iu 
revient a prouver que les courbes T(t,«)=0 et Ult,)=0 ont au moins 
un point d’interseetion #f,, %. Dans sa these, le grand geometre releve deux 
proprietes remarquables des courbes T=0 et U=(. 














2, 
l,a premiere propriete *) — et c’est sur cette propriete seule que 
Gauss fonde sa Demonstratio — consiste en ce qu’en conservant les nota- 


tions preeedentes et en designant par R la seule et unique racine positive 
de Vequation 


"—V2 (a |r""+la,|r"?+la,|r" +... +la,_, 





r+la,|) = 0, 

toute eirconference de cerele deerite de l’origine eomme centre avec un 
ravon surpassant R, reneontrera les courbes T=0 et U=0 en 4m points 
et tels que les points appartenant A ces deux courbes se presenteront alter 
nativement A la pointe mobile du compas. On en conelut que lV’affıxe d’aueun 
point situe en dehors du eerele termine par ladite eirconference, ne ponrra 
satisfaire a l’equation X=0. Si Von remarque en outre que R augmente 
avec la valeur absolue de a,, on voit qu'en designant par A et B deux 
valeurs reelles de a, telles qu’on ait A<-DB, par M le module de la plus 
grande de ces deux quantites en valeur absolue et par N la seule et unique 
racine positive de l’&quation 


) 


r"—V2(|a,|r” "+la,|r""+la, r" "+ +la,, ir +MN = 0, 
aucune &quation 


Xz,a,)=0, on Asa,<sB, 


ne pourra avoir de racines & l’exterieur d’un cercle men& de l’origine comme 
centre avec un rayon superieur A NW. 


>. 
Passons maintenant & la seconde propriete **) des courbes T=0 et 
UÜ-0. Sir, =t+tiu, est une racine de l’equation X=0 et » son ordre 
de multiplieite et que Von fait e=z+z, et 


*) Demonstratio, art. 19 et 20; Beiträge zur Theorie der algebraischen Gleichungen, 
art. 2, 3 et 4 (Abh. der Kön. Ges. der Wiss. zu Gött., Bd. IV. Göttingen, 1849). 
*#) Demonstralio, art. 23 et 24; Beiträge, art. 10. 
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A(2+2,) = Z(s) = b,2"+b,3"''+b,2" tr’ +... +5, ,3”"4+ 


“ 
3 | m—n * 


[A 


et que l’on designe par S la seule et unique racine positive de l’equation * 


b Ib PB | 
O=nVYl—(n+1l) —=s—-(n +2) = s°—--— (m—1) —— 8" — m — 8" 
2 \ r J b, \ . / b, \ j h b 


Ä 
toute eirconference de cerele deerite du point ayant pour affixe z, comme 
centre avec un rayon inferieur A S, rencontrera les eourbes T=-0V et U=V0 
en 4n points qui pourront &tre distribues en quatre categories contenant 
chacune » points. Ües quatre categories auront respeetivement les points 
ont les eoordonnees verifient les &quations et les inegalites suivantes 


E) Vs6 T>0, 
ML) U=0, T<O0, 
mE) Fu DO, 
| Br. 


r 


io. 


De plus, si l’on numerote les points en question dans l’ordre oü ils se pre- 


sentent ä la pointe mobile “*) du compas, en commengant par attribuer le 
numero un A un point queleonque appartenant A une des quatre categories, 
les numeros d’ordre des points d’une m&@me categorie seront congrus sui- 
vant le module quatre. 


4. 
Nous allons faire maintenant la remarque suivante. Si une dquation 
A(z2,A) = 0 
a terme constant A positif, n’a pas de racines dans un cerele ***) ayant 
pour centre llorigine, il est toujours possible de trouver une quantite posi- 
ive a telle qu’aueune equation 
Az,a,)=0), ou a<a A, 
naura de raeines dans le cercle que nous venons de definir, tandis que 
 equation 
AÄ(z,a) = 0 
=) On suppose m > n; dans le cas oü m=n, on peut &galer S A une grandeur 
»ositive queleonque. 
*#*) (Cette pointe pourra se mouvoir dans un sens queleonque. 


*##) En m’exprimant ainsi, je eonsidere la eireonferenee eomme faisant partie dn 
rele; quand je voudrai l’exelure, je dirai: dans l’intörieur d’un cerele, ete. 
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en aura au moins une dans le m&@me cerele._ En effet, comme on a 

T(0,0,A) = A 
le eerele eontiendra au moins un point ou T(t, u, A)>0. Nous designe- 
rons l’ensemble des points situes dans le cercle et tels qu’on ait pour leurs 


9 


eoordonnees T(t,u, A) > 0, sous le nom de region positive du cercle, sans 
nous inquieter sil existe des points dans le cerele pour lesquels T(t, v, A) 
ne serait pas positif. Comme dailleurs l'origine fait partie de la courbe 
U(lt,u)=0, ıl y aura au moins un point de cette courbe dans la region 
positive du cerele. Cela etant ainsi, designons par g le minimum necessaire- 
ment positif *) du polynöme T(t, «a, A) sur tous les points de la courbe 
U(t,u)=0 situes dans la region positive du cercle. Il est facile de voir 
dailleurs que le polynöme T(t, a, A) acquerra cette valeur minimum sur la 
eireonference et non dans Yinterieur du cerele. En effet, si pour un point 
de la courbe Ult, u) =V situe dans linterieur du cerele **) on avait 

T(t,u, A) = 9, 
l'atffixe de ce point serait une racine de l’equafion 

A(2,A-g) = 0 
et on pourrait tracer de ce point comme centre avee un rayon inferieur 
a la quantite S definie dans le paragraphe precedent, un cerele qui se 
trouverait en entier dans la region positive de notre premier cerele. Or il 
existerait alors sur la eirconference du second cerele au moins un point 
t,, a, tel qu’on aurait 


Ut,u)=0, Tlt,u,A-g=-—h<0 
et 
Tt,u,A) = g-h>0, 
eontrairement a la supposition que g est la valeur minimum de T(t, «u, A 
sur les points de la courbe U(t,u) = 0 situes dans la region positive du 


premier cerele. Üe n’est done que sur la eirconference de notre premier 
cerele que pourra se trouver et se trouvera un point tel qu’on y alt 


Ult,w)=0, Tft,u, A)=g. 


*) N’oublions pas que d’apres notre supposition les courbes T(t, u, AJ)=0 ei 
U(l,u) = OÖ ne se coupent pas dans le cerele; dans le cas contraire le polynöme 
T(t,u, A) pourrait ne pas avoir de minimum sur les points de la courbe U(t, «) = U 
situcs dans la region positive du cerele. 

*#) (e point ne pourra par consequent se trouver sur la limite de la region po- 
sitive du cerele. 
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Bref, pour determiner le minimum du polynöme T(t, u, A) sur tous les points 
de la courbe U(t,u) = 0 situes dans la region positive du cerele, il s’agira 
seulement de prendre la moindre des valeurs que ledit polynöme acquiert 
sur les points d’interseetion de la courbe U(t, «) = 0 avec le premier cerele. 
Il est d’ailleurs &vident qu'on aura 


9<A; 







car on a 
T(0,0,A) = A, 

et il suffit par consequent de poser A—-g=a pour avoir une quantite a 

telle qweelle est exigee par l’Enonee. 






















S’il existe une &equation 
X(z2,A) = 0 
manquant de racines dans tout le plan, il faut bien qu’on ait A>0. Uela 
etant ainsi, de l’origine comme centre tracons un cerele avec un rayon assez 
orand *) pour que l’affıxe d’aueun point situ& & llexterieur de ce cerele ne 
puisse satisfaire a aucune &quation | 
Xz,a,)=(0, oa 0<Sa, <A. 
L’equation 
A(2,A) = 0 
waura pas de racines dans le cercle que nous venons de tracer, et par con- 
sequent on pourra trouver une grandeur positive a telle que l’&quation 
r 
Alt, a) — () 
ait une racine dans le cerele, tandis que toutes les &quations 
Az,a,)=(0, oa so <a, <A, 
y manquent de racines. Soit P un point dans le cerele dont laffixe x, = t,+ iu 
satisfait a l’equation 
X(z,a) = 0: 


Posons ! 
z=1+2, Alz,+t2,a) = Z(s), 
et designons par M le module du plus grand des eoefficients de Z(z) en 


*) Voyez le $2. 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 19 
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valeur absolue. Du point P comme centre tracons un cerele avec un rayon 
A-—a 
M+A—a 
second cerele il existera au moins un point r, v tel qu’on y ait 
Ur,v)=0, a-A<T(l,v,aa=-e<(, 


inferieur ä la quantite Sdu$3 etä Sur la eirconference de ce 


et l’@quation 

AÄ(z,a+e) = 
aura par consequent au moins une racine. Or une telle racine devrait se 
trouver dans notre premier cercle A l’exterieur duquel aucune racine de 
l’equation 

A(z,a+e) = 0 


ne peut se trouver; mais ce fait serait en contradietion avec ce qui a ie 


deja etabli. Done l’hypothese de l’existence d’une equation manquant de 
racines dans tout le plan, est inadmissible. Il n’aura d’ailleurs echappe A 
l’attention de personne que quelques-unes des considerations pr&eeedentes s’ap- 


pliquent aux equations transcendantes qui pourront faire V’objet d’un pro- 


chain artiele. 


Kerhoät, le 27 juin 1884. 
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Zur Theorie der orthogonalen Substitutionen. 


(Von Herrn S. Gundelfinger in Darmstadt.) 


l nter den zahlreichen Sätzen über die orthogonalen Substitutionen 
scheint der in der folgenden Note behandelte, trotz seiner naheliegenden 
Ableitung und seiner überaus zahlreichen Anwendungen, noch nicht bemerkt 
worden zu sein: 

Wenn zwei beliebige ganze homogene Functionen p(£,.&,&....&,) und 
WS £r Sa... 5.) der willkärlichen Veränderlichen S,, &, &, ... £, durch eine 
orthogonale Substitution: 

1) = &X,+alX,+--+aUX, @=0,1,2,...) 
übergehen in 
Pin En 5 ++ 8.) = PA, A, Ay... X,) und v(in du.) FR, KA. X), 


so wird ie: 





„07 v op 5% 
u O8, O8, M x © Ä, oA, 
22 n2 22 ACH; 
Zee ee OR EEE 
(2.) e- 08,08, 08,48; „» Ä oOX,oX, coA,0Ä; 
n3 n3 Yard, 34 
oO [) y’(D U 
22; / ih nur FE BB... 
Rn: m 054 05108, o&, 0808, m u” oX,0Ä;0Ä, oA,0Ä;0Ä, 
(4, #2=0,1,2.,.n). 
Beweis. Führt man neben den &, eine zweite Reihe von willkür- 


lichen Veränderlichen x, ein und transformirt die letzteren durch die trans- 
ponirte Substitution: 

3.) U,= amtaiut--+au, @=>4,1,2,..0), 
so wird, unter Einführung des Zeichens y an Stelle von w(w, %,... 2,) und 
des Zeichens X für den aus % vermöge (3.) hervorgehenden Ausdruck, nach 
einem bekannten *) T’heorem über Invarianten: 





*) Der Beweis, den Aronhold von diesem Satze in verallgemeinerter Fassung im 

?. Bande dieses Journals S. 338 giebt, Br -. sieh auf die charakteris tischen Diffe- 
Bd für Zwischenformen; er kann auch ganz elementar, gleich beim 
Eingange in die Theorie der barmeianten, Me: Symbolik geführt werden. 


19* 
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„°P u 3. oD 0X 
DE Ge Ei ; 
Op 0% o’p o’X . 
ZEIGE De = ZIEHE aL BU ; 
7 08,0% Ou,0u u 0OX,0X, OU,OU, A 
3 n3 BET 3 E 
ZEIT . I gern 
“Tu 08,080 Ou,Ou,du, ar oe, OX,0X, OU,oOU; OU, : 
(z, 4, u=V,1,2,...n0) ES 
Wenn im Besonderen die Substitution (1.) eine orthogonale, also die 2 


Auflösung des Systemes (3.) von der Gestalt 


(4.) u, = a,U,+a,U,+a,U,+--+a,U, (=0,1,.. 2 
wird, hat man unter der Annahme £,= u, d.h. = w, gleichzeitig X, = U,, 
bh. > QGed 
Anwendungen. Setzt man 
(d.) = & = SA, #=0,1,2%,...n) 
% z 
und w gleich dem Produete aus irgend m verschiedenen der X,, also etwa 
(5) v=DmX,X,X:....X,.-ı =S220,uS5, HE: 
so wird nach der zweiten Gleichung des Systems (2.): 
? op o’w o’w 
(6 ) 08 + Ö IE + . 08 
oder 
(6°.) Away. t Kur. + Rau. t ct ur. u 0 a? ae 
eine Relation, vermöge welcher die andere E} 
(7.) =2 TI 0,u 0 iu = II(m)*) : 
| s 
= . » A 3% 4 
in mannichfacher Weise umgestaltet werden kann *”). FE 
Eine interessante Anwendung gestatten die Substitutionen . 


| 


p (So, 51 ri 5) ur (n+1)! Susi 62. 6 . 22 Eriu Ä, A,A, d 
w(& $ı 


+5) E(a+1)!2,X....X, = ZEElu S,S,$ 
auf die vorletzte Gleichung des Systems (2.). Man erhält so: 


an 


n 


ur. 


EEE RR 


*) Diese Gleichung (7.) folgt unmittelbar aus der letzten des Systems (2.) durch 
die Annahme = v=X,X. FE Man vgl. hierzu Hesse, Analyt. Raumgeometrie, 
20. Vorlesung. 


**) Man vgl. über den Fall »=2 die 18. Vorlesung von Hesses Raumgeometrie, 
für n— 5 dagegen Borchardt in Bd. 30 dieses Journals S. 45 unten. 
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! ) Nx3..n >2)J n\ 
z r 


e (5 
0 (2 Ayı2.. 
Pr 


Ey RZ NG y EN 4 ı u y' - 
S)#+Sı \ Uı22..n s/ T22\w a = Br. Vo (2 U 12.n—1.x > 
m " 


pP . N f 2 R rı\ x 4 
=. A, (3 E,12..n Ss.) Y A } (S Eu, Eu A z) x a ı A n (2 Eu 2..n—1,% A %, 
# % Ez 


oder, wenn man die mit @,..= &.. multiplieirte Beziehung (5.) abzieht 
und %; einen Index bedeuten lässt, der alle Zahlenwerthe von 0 bis n, aus- 
venommen { selbst, annehmen Kann: 


= En so ae ze Aa ie 
2..n > Sn \w Wj,.n—1,r, ”* 


, n 
I [4 


n 


e (5 ENGER 
| Sol 4.12.82) Sı 
04 


(8.) 

\ 7 * r a; \ ' . x r 

| =— A, e,ı2.n Ä, )+ X, (2 Eu 2..n X l ... » X n (S Ey1.n—ı Bu A 2 
#, . 


n 


Im Falle » = 2 ergiebt sich beispielsweise unter Benutzung von 6". 


(ga | Sosılaat Sıszdmt Saso@ıı 
bu I 1 pr r 2 r > 
= KA, eo: +X, Kent A: Aveııı ". 
und hieraus mit Rücksicht auf die letzte Gleichung des Systems (2. 
9.) At A + 0 = &n} Ei 2 u 


Wohl den häufigsten (sebrauch findet das im Eingange bewiesene 
Theorem in der Lehre von den krummlinigen orthogonalen Coordinaten, wofern 
man die Entwickelungen, die ich in Band 85 dieses Journals S. 295 ff. über 
die Transformation gewisser Differentialgleichungen in beliebige krummlinige 
Coordinaten gegeben habe, passend modifieirt. 

Sei, um hierauf näher einzugehen, x, x,, ... x, eine Reihe willkür- 
licher, von den &, 5, -.- $, vollkommen unabhängiger Variabeln, und 


(10.) fu "En X.) = 0 fi (2, Er» 2.) = 0,, er f (Tu, is +.» T,) 0, 


las System von Definitionsgleichungen für die Parameter 0, 0, 0% ».. © 


vn“ 


die an Stelle von u, 2, ... x, als neue, im allgemeinen krummlinige 
Coordinaten eingeführt werden sollen. >Metzt man 


( oO \ ,[ 0% \ Ä N _ h? 
\or P\ or /  \0z El 
u de vn 


"4 ” l 
(11.) j 2 
00, c0Q, 00, 





= u. mh, ah, (2=0,1,...n), 
or, ” or, OL, 
also 
(11°) aaitalar+--+alar 1. 


*) Geometrische Deutungen finden sieh in der 18. Vorlesung des eben eitirten 
Werkes und in der zweiten Vorlesung von Hesse: „Vier Vorlesungen aus der ana- 
Iytischen Geometrie.“ 

*#*) Ofr. Jacobi Math. Werke, herausgegeben von Weierstrass, Band III, 5. 462. 
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so wird für 
12) X%,=aftad+-- takt, 02, 
gleichzeitig das System (1.) bestehen, sobald die krummlinigen Coordinaten 
orthogonale sind, d.h. 
13) aataai+--+aiad = 0 (254) 
(niet 1.2, 
Diese Annahme soll im Kommenden festeehalten werden und hat bekannt- 


o 
lich auch die beiden Systeme zur BONN: 


1 | n ) 
(14 [* a,+a,a,+a,a,+."+a,a, = 1, zsS4A)* 
\ . £ n n ie Pr SR: h 
\ ) elei+olaltajejt..taie > U, i 


de 1.2 ...-). 
Da überdies nach (11.) 
do, 
Br = aida,t+atde,+aidaz+--+aide,, 


und daher nach (1.) 


() d d d n 
de, = @ eg A 1. 
h, h, h. 


so ergeben sich für die a; und Ah, die neuen Definitionen: 





nn 
Or, or, or, 

= ZZ — di, ° hi. rn - G a, . h.. 8% . - zn a, . h b) 
(19 \ od, op, .. 5: 

\ U) a 9 5) 6 

OL, \ or, On‘ ER 

EIKE ++) = (4) 

00) 36, ) h, 


Diese Bezeichnungen und N Sätze vorausgeschickt, lässt sich 
der Kern der eben angeführten Untersuchungen im 85. Bande dieses Journals 
durch das 'Theorem aussprechen: 

Bedeutet V irgend eine Function der Variabeln x, &. %:, ... ® 
werden die Summen 


ar n2Y 23V 

or, o’} en o’} EZ 
P> B- S,. 2. rn wi ZU IT B: m 2 WE S,SıSus 
. 02, x» ı 04,08, in rer 


vermöge der Substitutionen (12.) übergeführt in Ausdrücke der Gestalt: 
R: y Y ’ ry%e r F 2 7 
2 in: S2V.ÄX,X,, 22217 ,.A,.ÄıÄ,; 4 (#.4, a=l, 1,2,...n), 
* “oh „hu 4 
Y oV o’V o’V 
0 09,’ 09.08 ' 
oh, oh ? 
und der h,. -. —, ... sind. 
00: ' 001004 ' 


worin die V 3» Vrius »». Funetionen der 


x» 


00,00;00, 


*) Man vgl. über das Historische: Jacobis mathematische Werke, herausgegeben 
von Weierstrass, Band III, S. 601 ff. 
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Die Darstellung der V, ergiebt sich sofort aus der evidenten Gleichung: 


BR; oV . Sr  . oV ee SO ; ‚or 
‘16.) [a S) 2 an Sıt Er So t en <, — rn h,X,- h AÄ,-+t--- no: h,X.,. 
\ / . | . 1 

s or, Or, OL, 00, op, CO, 


Nennt man ferner den Ausdruck auf der rechten Seite dieser Gleichung 
kurz SV, so hat man 


nn . e FR 
o’V u. oV + ..oV TER ol ‚ .. 
.’z va Ss,S N 4I(h,X,,) 7 I(h,Ä,) E + ’ A h, A, 
7» 000%) op, op, : OPn | 
oV\, R oV ; oV 
+4 %,4(—)+h,X,4(—)+--+5,X,4( 
00, 00, O0, 
Nun ist aber 
din ai . , er 
oOX oh 5 olosh, 
mt. CE m 
00; } 09; 00, ö 
La 4 —] 
oA, h i 
— -h——X\, ”), usSx; nase ...e 
OOyu 00, / ‘ 
*) Aus 
oOX, GE, om . 
> = ent tree 
00, ( ‚0% C 0, OD, 
Ay ’ ‚ 7 
ee 1 TER od, aus. 
= —ı BaX,ı +—- Ba’ kı ++ - 8 a.X; 
00%, 7 00, 00. 
folgt mit Rücksicht auf (11“.) und (13.) 
ON, ,/ da da! da, 
—— = — | —-aX + —- a +... 4 — a‘) X} 
00, fl O0; 00, 00, 
e r 
\ oh FR, ologh, . 
Te B (h; - A, = = Ba 
? 00, CO, 
da der Coeffieient von X, verschwindet. 
**) Für <S u wird: 
r ‚ r r /. 
oA, DR. oda“ ? i ca, A 
= = Sa/X, + —- Ba’X; +. + -— 3aX; 
COu ODu 4 Du / ODu 
da? da’ oa), 
zu &( r 0 a” + . | a‘ + oe nn E a) \; 
ir \ O0 OOu O0, 
a 
oh ; 
= h, n . Au 
00, 
weil für AS u die Summe: 
an e ) ai ! 
oo x OT oz UOx Oz oT 
0 0 j 1 1 N n n u 
’ t+..4 == (U), 


00,00, 007 


eo“ ) en 7r- 4 a‘ rn 
. 00,004 0Q 00,004 00i 
Es wird wohl nicht erwähnt zu werden brauchen, dass aus der Gleichung 
oO 6 ) RER, Fr.) 
00, \ O0 7 deu \ de 
sofort für =4A und << die zwei verschiedenen Systeme partieller Differential- 


gleichungen für die h, sich ergeben. Cfr. Lame, Coordonndes eurvilignes 8. 73— 78. 
Darboux: Ann. de l’&cole norm. VII. p. 279. 
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Daher wird: 


" 


IX, . | 
4A. >32 3 hA,=Ä,.E&h, nd X, —h: Ologh, De 2 


(17.) nn u d0: , 00% 


Ih, Ä,) es. A, Ah, + h, AX, 2X, Ze h; u A, —h, ze z ologh, 


P4 »h - 


3 





und schliesslich: 


o?V Ba 20; o°’YV : Oh, aV | 
EI TEE X X +2 EZ u — X,X, 
(18.) e se wien, 12 ».ı4 00 00, 

a olog sh; oV 


Eh 





A}, 


eine Gleichung, aus welcher im Hinblicke auf den Werth von 4(h,X,) tolet, 
dass auch die Grössen V,;, ete. sich als Funetionen der 


oV o’V o’V oh, O’h, 
= —— nn: ia 
00, 00,00; 00,00, 00, 00; © 0,0 Ou 


in der behaupteten Gestalt darstellen lassen. 

Unter den Anwendungen, die aus dem Theorem in (2.) auf die zuletzt 
abgeleiteten Gleichungen (12.)—(18.) gemacht werden können, mögen hier 
nur noch zwei angeführt sein. 

Durch die Annahme 


hi oV f 
v= 35 und = FF — &£& 
] z P4 P £% 2 Or „O8, 242/ 


ergiebt sich aus der zweiten Relation des Systems (2.) sofort die bekannte 
Formel ZLames, auf » Veränderliche ausgedehnt: 


oV Re % ov 
ne [ons ie „Au)'— ) O(nz(h,h,...h,)-! )\ 
(19) Zr = oh... EM Öon 
Fr ie ui a | do, u u 5 2 RP | 
Setzt man ferner V=og, und der Kürze wegen 
0o’o 
we u fE & : e\ 
2 02,0%, 5 7 lege F (Si 513 524 +++ Su), 


a0) 80 folgt aus (18.) 


u . ae; „ ologh, 
Y (&, Sı S ... 3% — ‚E# < 00; h; X, rag = h\ 80 X; * 
bh 0 





d=0,1,23..0 


*) Nimmt man hierin »=2 an und ersetzt die willkürlichen &, durch die dr,, 
do, 

8 
Die Differentialgleichung für die Asymptotenlinien der Fläche 0, = const. wird durch 


also X, dureh so erhält man: 


ENTE Ws PERL 2 RE SB RES ee 













[2 
K 
b7 
2 
2 
ch. 
“ 
K3 
” 
Bu: 
IR 
Rn 
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und nach der ersten Relation in (2.) für w = X,: 





! NE ! £ ! N c oh, r ” oh, r 
ig (a)Sottp (a, ++ (a,,) SS > 3 MWAÄ,— FE de: h,, =1,2,..n), 
2 IQ, l 447 
also 
Bi, 5 Me oh, nn, u ologh, 
p(£, Ss, S2, ... 8) X, ( N, Äu—23 3% (a) &,) | h,2 00 A . 
2] ) j IQ, “ "No 
a (alt... del... m 
| + + ++5—Ä) . Ä, + A,+ + X, 


Mit Rücksicht auf diese beiden Gleichungen liefert daher jedes Theorem 
über zwei simultane quadratische Formen ein entsprechendes für die Fläche 
0, = CONSt. 

Im Speciellen sei als Schluss der für die Theorie der Krümmung 
fundamentale Satz angeführt: 

Die Wurzeln der Gleichung n!®" Grades in }: 





Be O’wil Ag, 
Ox, 02,0%, 02,0%, Hr, 02,02 ’ or, 
0’o, „4 00, er 0°, E51 0 'd, 00, 
Ox,0x, Be ’. .O  —..... Om At: A 
. = 
BE SE u” 2a 8 
Bo’ TG: BO. . ' dir dm, 
og, 09, 09, 00, ( 
FF E b) F 29 n , en 7 'q ) 
T, I, . Or, OL 
.„Ologh „. 
gehen aus dem Ausdrucke ie für I=1, 2, ... n hervor. 
0 
un 306) ,. 
ot) do? + oa) do? — 0 


72 09, 
repräsentirt. Hätte man in (18.) V gleich x, gesetzt, so wäre man auf das bekannte 
System Differentialgleichungen für x, gekommen. Lame, 1. e. $$. 50 u.51. Darboux, 
l. e. pag. 281. 


Darmstadt, den 22. November 1884. 


Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 








Ueber eine gewisse Gattung von Raumeurven. 


(Von Herrn Wilhelm Stahl in Aachen.) 


Die Raumeurven, welche hier betrachtet werden, sollen die Grund- 
eigenschaft haben, dass sie aul' einer Fläche zweiter Ordnung liegen und 
dass ihre Schmiegungsebenen eine zweite Fläche zweiter Klasse berühren. 
Die Tangenten der Raumeurve berühren die beiden Flächen und gehören 
dem Strahlensysteme vierter Ordnung und Klasse an, welches beide Flächen 
einhüllt. Wir zeigen, dass die Doppeleurve der abwickelbaren Fläche der 
Tangenten einer solchen Curve R ebenfalls die Grundeigenschaft hat. Ferner 
ergiebt sich, dass diese Doppeleurve collinear verwandt ist derjenigen Curve, 
welche von den doppelt berührenden Tangentialebenen der AR eingehüllt 
wird. Dadureh ist eine eollineare Transformation bestimmt, durch deren 
wiederholte Anwendung auf die gegebene Curve R und die Doppeleurve 
eine Kette von Ourven erhalten wird. Je zwei Uurven der Kette, welche 
durch eine ungerade Zahl von Curven getrennt sind, sind eollinear. Je 
zwei auf einander folgende Curven der Kette haben die Beziehung zu ein- 
ander, dass die zweimal berührenden Tangentialebenen der zweiten Schmie- 
sungsebenen der ersten sind. Durch eine andere collineare "Transformation, 
welche ebenfalls durch R bestimmt ist, erhält man aus der ersten Kette 
eine zweite und durch wiederholte Anwendung eine Reihe solcher Ketten. 
Alle die sich ergebenden Curven haben mit R die Grundeigenschaft gemein. 
Die Flächen, auf welchen diese Uurven liegen, oder diejenigen, welche von 
ihren Sehmiegungsebenen eingehüllt werden, gehören zu dreien auf mehr- 
fache Weisen zu Flächenbündeln und Flächenschaaren. 

Es wird dann bewiesen, dass im Allgemeinen die abwickelbare Fläche 
der Tangenten von R nicht eine drei- oder mehrfache Curve besitzen kann. 
Ich bemerke noch, dass die Raumeurve vierter Ordnung zweiter Species 
eins der schönsten Beispiele bildet, an welchem diese Sätze veranschaulicht 
werden können. — 








Stahl, über eine gewisse Gattung von Raumcurven. 155 






1. Die Ausgangsceurve AR, liege auf der Fläche zweiter Ordnung 
3, und ihre Schmiegungsebenen mögen die Fläche zweiter Ordnung 3 be- 
rühren. Der Ort der Berührungspunkte dieser Ebenen mit 5 sei R,, welche 
mit R,, die Grundeigenschaft gemein hat. AR, und R, sind reeiprok und 
dadurch auch punktweise eindeutig auf einander bezogen. Die Verbindungs- 
geraden entsprechender Punkte sind die Tangenten von R,, die Schnitt- 
punkte entsprechender Taangenten sind die Punkte von R,;, die Verbindungs- 
ebenen entsprechender Tangenten sind die Schmiegungsebenen von R,; und 
die Sehnittlinien entsprechender Schmiegungsebenen sind die Tangenten von 
R;. Entsprechende Secanten beider Curven treffen einander im Allgemeinen 
nicht. Liegen aber zwei T’angenten von R, in einer Ebene, so schneiden 
sich die entsprechenden Tlangenten von R,, und wir finden, dass die einander 
entsprechenden Berührungssehnen der zweimal berührenden Tangentialebenen 
sich schneiden. Eine solche Sehne von A, verbinde die Punkte A und B 
von R,;, die entsprechende Sehne von AR, enthalte die Punkte A, und B, 
von R,; es sei ferner P der Schnittpunkt der Geraden AB und A,B,. Die 
Gerade p, welche von P durch AA, und BB, harmonisch getrennt ist. ist 
zu P eonjugirt bezüglich der beiden Flächen 


j 


> und /,, also auch eonjugirt 
zu P in Bezug auf den durch $ und /, bestimmten Flächenbüschel. 

Bewegt sich die Gerade AB der Art, dass sie stets Berührungssehne 
einer R, zweimal berührenden Ebene bleibt, so beschreiben AB und A,B, 
je eine abwickelbare Fläche; Tangentialebenen der zweiten sind die Ebenen 
(ABA,B,). Da nun AB stets die abwickelbare Fläche der Geraden A,B, 
in dem beweglichen Punkte P berührt, so schreitet P auf der Rückkehr- 
curve der abwickelbaren Fläche der Linien AB fort. Die Fläche des 
Büschels [5/,], welche durch P geht, wird in P von der Ebene (Pp) oder 
(AB A,B,) berührt, und wir würden daraus schliessen, dass alle Flächen des 
Büschels, welche durch die Punkte P gelegt werden, den Ort der Punkte 
P berühren. Da nun die Flächen eines Büschels keine andere Curve als 
die Grundeurve des Büschels einhüllen und P dieser Curve nieht angehört, 
so folgt, dass eine Fläche « des Büschels [?7,) den Ort der Punkte P, den 
wir hinfort mit R, bezeichnen, enthält. 

Bezüglich « sind die Geraden AB und A,B, reciproke Polaren, weil 
A und A, und ebenso B und 5, bezüglich des Büschels [/7,) eonjugirte 
Punkte sind. Die entsprechenden Berührungssehnen doppelt berührender 
20* 
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Ebenen der Curven R, und R, beschreiben in Bezug auf « reeiproke ab- 
wickelbare Flächen. Den Berührungssehnen zweimal berührender Ebenen 
von R,, entsprechen reeiprok bezüglich 5 die Tangenten der Doppeleurve 
der abwickelbaren Fläche von A,;. Diese Doppeleurve AR, liegt deshall) 
auf einer Fläche y, welche receiprok zu « bezüglich ? ist, und geht aus A, 
durch zwei Reeiproeitäten zuerst bezüglich @, dann bezüglich £ hervor. Die 
Doppeleurve der Abwickelbaren von R, liegt nun ebenfalls auf einer Fläche 
zweiter Ordnung y, und soll mit R, bezeichnet werden. AR, und R, sind 
reeiprok bezüglich y. R,, R,, und AR; haben nun dieselbe Beziehung zu 
einander wie R,, R,, und R,, weshalb die Flächen y, y, und 5 in einem 
Büschel liegen. Ist AR, zu R, bezüglich « reeiprok und liegt auf «,, so 
ergiebt sich durch analoge Betrachtungen, dass «, «, und /, sowie P, P., 
y, ete. je einer Flächenschaar angehören. Alle hier gefundenen Curven 
besitzen die für R,; angenommene Grundeigenschaft. 

Die Untersuchungen setzen voraus, dass R, ein und nur ein System 
doppelt berührender Ebenen besitzt. Hat R,; mehrere solcher Systeme, wie 
das besonders dann eintritt, wenn AR, in Curven mit verschiedenen analytischen 
Gesetzen zerfällt, so ergeben sich auch mehrere Curven R, und Flächen e, 
welche aber demselben Büschel angehören. — 

2. Die eollineare Beziehung zwischen den Curven R, und R, ist 
hier in einer Form gegeben, wie sie Herr @. Veronese seinen eingehenden 
Untersuchungen über lineare Raumtransformationen zu Grunde gelegt hat *). 
Die Transformation stellt sich dar durch zwei auf einander folgende polar- 
reciproke Beziehungen. Sind die Flächen «@ und 5% bekannt, so ergeben 
sich durch die Beziehungen: 

y reciprok « bezüglich /, 
%) - DB - 


& - we... Ö 


eine Kette von Flächen: «, P, 7, 0, &, ...0, 0, T,... Je zwei, welche durch 


eine ungerade Zahl anderer in dieser Kette getrennt sind, enthalten collineare 


*) Vgl. @. Veronese. Sopra aleune notevoli eonfigurazioni di punti, rette e piani, 
di eoniche e di superfieie di 2° ordine (Atti della Ace. Reale dei Lincei (3.) IV p. 132). 
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Raumeurven. Jede der Flächen enthält die (resp. eine) Doppeleurve der 
abwickelbaren Fläche, welche von den Tangenten der vorhergehenden Curve 
gebildet wird. Durch wiederholte Anwendung der doppelten Reeiproeität 
hinsichtlich zweier auf einander folgenden Flächen, welehe wir mit (00) 
bezeichnen wollen, gehen alle collinearen Raumeurven in einander über, und 
man findet leicht, dass: 


(eP)= (Ay) =(yI) =. = (00)..., (aß) = (aß ßBddeE) = (ve) ete. 


Mit der oben genannten Kette von Flächen und Curven stehen noch 
andere in enger Beziehung, welche wir erhalten durch die Beziehungen: 
R,, reciprok zu R, bezüglich o, 

R, liegt dann auf einer Fläche zweiter Ordnung o.. 


R,, reeiprok zu R, bezüglich e,, 


a ya ee  - We 


Qy y—1 Sv-n 


und es ergeben sich hierdurch die collinearen Curven 


ie; 


) 4 . . .. 
0, Py +?! 


Oy+4' 


mit den Transformationen: 


(aa,) 4 (0,0,) u (0,45) ee (@,_,0,) Pn (PP1) u (09,) = + —=(0,_0 


vyv—1Y) 
ferner findet man: (00) = (g,0,). 
Wir erhalten so vier im Allgemeinen zweifach unendlich grosse 
(Gruppen von collinearen Kaumeurven, welche auf den Flächen folgender 
Gruppen liegen: 








2 \ a d 
&, Y> €, ...: 0, T, ... P, Ö, G, Pr” 
03, Y2 E,, .0o. 0,, T,, u... bes Ö,, on Ö 
(II. 
11.) 
01. v. £. T 3 Ö ” 0) 
!y> Y2v3 2y3 nn, 02,» 2v3 ac i"2v3 2y3 273 eo. !2y3 
. € T > 0) “ m) 
'h 71 1} ... 0 1} ... i?1 “1 13 ... Up 
2 a 4 
73 £ €, ... 0 T;, 5% 1733 Ö;, =) ... 03, 
IV.) 
AV.) 
0. € T 3 ) C ) 
+1 +1 E41 ++ Ou4m Ty4y ++. Pryıı7 O4 Sar41y +++ 0% 
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Die Flächen der Gruppen I und III sowie II und IV enthalten re- 






























eiproke Raumeurven. | 2 
In einem Büschel liegen drei Flächen wie: @AP, Pyyu ++ 040,04: | 
In einer Schaar - - - - Pıyn Yıdız +: 0, Our Turı | I 
Alle Flächen besitzen ein gemeinsames Poltetraeder, dessen Ecken e 
in den collinearen Beziehungen ungeändert bleiben. Die Reyeschen Com- | 
plexe, welche zu den beiden Collineationen (0,0,) und (0,0,,,) gehören, 1 ß 
sind identisch mit dem Complexe, dessen Strahlen den Punkten oder Ebenen | 
des haumes bezüglich der Flächen g, und o, conjugirt sind *). | l 
Werden die drei Flächen «, £, ?, in einem Flächenbüschel beliebig | 
angenommen, so können die vier Gruppen von Flächen bestimmt werden. ; 
Zunächst sind die Transformationen («P) und (5P,) bekannt, und es folgen | I 
durch Anwendung derselben auf «, £, 9, die Gruppen I, II und IV. Dann Ä . 


muss 7, so bestimmt werden, dass 9, y, yı einem Büschel und ß, P,, 7 
einer Schaar angehören. Die Strahlen, welche den Punkten des Raumes 
bezüglich des Büschels [?y] eonjugirt sind, bilden denselben Reyeschen i 
Complex wie die Strahlen, welche den Ebenen des Raumes bezüglich der | 
Schaar [/7P,] eonjugirt sind. Einem festen Punkte M des Raumes sind ( 
bezüglich der Flächen des Büschels [/y] die Ebenen eines Büschels erster | 
Ordnung, dessen Axe / ein Complexstrahl ist, und bezüglich der Flächen N 
der Schaar [2/,] die Ebenen eines Büschels dritter Ordnung, dessen Axen | | 
Complexstrahlen sind, als Polaren zugewiesen. Der Büschel [?y] und die | i 
Schaar [??,]) haben die Fläche # gemein, und deshalb gehört / zu den I 
Axen des Ebenenbüschels dritter Ordnung. Die zweite Ebene des letzteren. 
welche durch Z/ geht, ordnen wir dem Punkte M als Polarebene zu, wo- | | 
durch y, bestimmt ist. Aus y, folgt dann die Gruppe (III.). 5 
3. Wir gehen jetzt zurück auf die Betrachtungen des Art. 1. Be- ; ü 
sitzt die Curve AR, drei Punkte A, B,, C,, deren Tangenten sich in einem ; R 
ausserhalb /, liegenden Punkte V treffen, und sind die entsprechenden Punkte ( 
von R, von einander verschieden, so liegen die Dreiecke ABC und A,B;C | . 
perspectivisch. Die Geradenpaare AB und A,B,, BC und B,C,, CA und CA € 
treffen einander in drei Punkten, welche auf AR, liegen und einer Geraden U 
ängehören. Entweder zerfällt nun die Curve R, in mehrere andere, von 
welchen jede auf einer besonderen Fläche « liegt, und dann besitzt R, 


*) Vgl. Reye, Geometrie der Lage Bd. II, S. 144, 
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mehrere Systeme zweimal berührender Ebenen, oder die Fläche « besteht 
aus einem Ebenenpaare, welches sich in U schneidet. In dem letzten Falle 
berührt jede Tangentialebene von « in einem Punkte von U, sodass U mit 
R, zusammenfäll. Die abwickelbare Fläche der Geraden AB, BC, CA 
enthält U und ist eine Ebene. Es kann dann R, keine Raumeurve sein. 

Fallen dagegen die Punkte A, B, C zusammen in dem Punkte F, 
so hat die Fläche 5 in V drei nicht in einer Ebene liegende 'Tlangenten. 


Dann besteht ? aus einer doppelt zählenden Ebene « mit einem Kegelschnitte 
R, oder R,, welcher als mehrfache Curve auf der abwiekelbaren Fläche 
der Tangenten von R, liegt. Die Ebene (A,B,C,) ist Polarebene von V 
bezüglich 5%, und umhüllt deshalb eine Kegelfläche, welche von den Ge- 
raden A,B,, B,C,, C,A, berührt wird. Diese Geraden umhüllen eine Raum- 
eurve, welche der Kegelfläche angehört, und bilden eine abwickelbare 
Fläche mit der Doppeleurve R;,. 

4. Zum Schlusse will ich für algebraische Raumeurven unter ge- 
wissen Einschränkungen folgenden Satz beweisen: „Liegt eine Raumeurve 
R, auf einer Fläche zweiter Ordnung /,, und umhüllt ein System ihrer 
doppelt berührenden Ebenen eine andere Fläche zweiter Ordnung «, so 
berühren die Schmiegungsebenen von AR, eine Fläche zweiter Ordnung /, 
welche mit 5, und « einem Büschel angehört“ — Es seien A, und B, zwei 
Punkte von R,, deren Tangenten sich in dem Punkte V treffen. Die Ebene 
(VA,B,) und die Gerade A,B, mögen die Fläche @ in dem Punkte P be- 
rühren. Die zu A,B, bezüglich « reciproke Polare schneide YA, in A und 
VB, in B. Die Gerade AB beschreibt eine abwiekelbare Fläche, deren 
hückkehrkante AR, der Ort des Punktes P ist. Die Punkte A und B liegen 
auf einer kaumeurve, welche als Schnitt der abwiekelbaren Fläche der 
Tangenten von R,, mit derjenigen der Tangenten von R, sich darstellt. Nun 
sind bezüglich des Büschels [«/?,] die Punkte A und A, sowie B und B, 
eonjugirte Punktpaare, und dem Punkte P ist diejenige Gerade conjugirt, 
welche von P durch VA und VB harmonisch getrennt ist. Es giebt daher 
eine Fläche 3 des Büschels [«/,]), welehe AA, in A und gleichzeitig BB, 
in B berührt. Wird die Tangente BB, von R, noch von einer anderen 
Tangente CC, von R,;, geschnitten und diese wieder von einer weiteren DD, 
und so fort, und berühren die Ebenen (BB,CC,) und so fort die Fläche «, 
so folgt, dass alle diese Tangenten von AR, die Fläche 5 berühren. 
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Ist nun ein geschlossener Cyklus solcher Tangenten vorhanden, so 


dass eine derselben wieder mit AA, zusammenfällt, dann muss jeder Cyklus 
von einer dem Büschel [e,] angehörenden Fläche % berührt werden. Ist 
aber kein solcher Cyklus vorhanden, so berühren unendlich viele Tangenten 
von R, dieselbe Fläche ?, und unter der Voraussetzung, dass AR, algebraisch 
ist, berühren dann alle Tangenten und damit auch alle Schmiegungsebenen 
von R, die Fläche 5 in dem Ort der Punkte A. 


Aachen, im April 1885. 














(Von Herrn Franke in Dessau.) 


nssirkaet man in dem Dreiecke. dessen Eeken in den Punkten 


21, Yı), (En Ya), (23, y) liegen, 
mit m,, m,, m; die Mittelpunkte 


Ueber gewisse Linien im Dreiecke. 


und 


mit A, A,, A, die Höhenfusspunkte 


in den Seiten a, b, ce, ferner 


mit M, den Durchschnittspunkt der Geraden (m,m,) und (h,h 





> BD ”- - - - (mm) - (h,h,), 

- M, - - - - (m;m;) - (hhh;), 

.ı Mi, - - - (mh) - (mh,). 

U - - - - m, h;) - (mh 

- N, - - - - (m, h;) (m; h;). 
so erhält man: 

Fam End) + YmYm)| _ | 4 Em Yn, — Em Ymdı + (Ym,— Ym, 
nen + (2, — 2), + (94 91.) = + (2 Yu, — En Yu); (Yu, — Yn,, 
iin +2. —- Eu), +(Ym, Im) | 2 +2, — 2), — (En Ym, —, 

+ (2, — &,), + (Yu, Yy.)) + (©, — 2, — (2, Yn,— En 
TER Em Du ty 9] _ | + 91, — Cm Ymıdı + (Ym— Y 

+, 0) + Ym— Yu)| + (Zn, 9, — 2. Ymı + (Ym,— Y 
usa! +Hes,- 2) +9, — Yy,) - + (2, — Eu), — (2: 4, 8, 

+, - 2.) + Ym,— Yu) +(2.,- 2) (Em ze, 


Bezeichnet man die Determinante 


| 


'Y T;, 1 

| 

Yu zu 1 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 2. 
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mit J, so findet man: 


(y9,—Yı)-@ = —J.(2—8;), 
(y.—%:)- "’=-—J. (23— 2), (2,—&,).b = J.(yp—Yı), 
(y,—9;)- e=-J. (21 —%;), (2, — 8). e=J. (Yo). 


Ist ferner P der Mittelpunkt des umschriebenen Kreises und Q der 
Höhendurchschnittspunkt, so hat man 


(2, — 21). = J.(y:—Y5), 




















woraus folgt, dass die Punkte 


(2, 9), Mu Mu N 
und ebenso je die Punkte 

(2, %), Hu Mu N; 

(2, 9%), MM, M, N, 


Wählt man nun die Coordinaten der Art, dass: 


Er nl ya 1 

ynJ=t ty, 2, 1 \, zn. J=4y, mty, 1, 
ty, ©, 1 Y, 23 +9. 
2.04 Y2Y, u 1 Yı, 72.034 %Y2.Y5, 

ya’ tYeYn rn 1, 2 I = Yn Det Yı- Ya 
2. +Yı-Yy 0, 1 Y, 7.04 Yı-Y 


ss =V =), =y 
so findet man leicht: 
2 2\ j 2 2 
Ya) _ Yan _ Yen _ _4p._ (e -P)trla@—e) 
EN. ar a er b? | .p? 5 ’ 
T(M) Z(M,) T(N;) (a )+ c(a c) 


) 





y 
Li 


ı einer Geraden liegen. 









Wählt man ferner die Coordinaten der Art, dass: 


= ya n=y 
so erhält man: 
ya) _ Ya _ Yan _ ya _ _ (@— ea —5b’+c)+la?—b’)(a’ +b’— c’) 
T(N,) T(N,) T(N,) T(P). 4F. (b’ _— c°) ’ 


woraus folgt, dass die fünf Punkte 


in einer Geraden liegen. 


Bezeiehnet man weiter mit A, %, A, die Berührungspunkte der an- 





St 


Y 


Yı 


St 


W 


u 


il 
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geschriebenen Kreise in a, b, c, ferner 


mit R, den Durchsehnittspunkt der Geraden (m,m,) und (k,k,), 
- R - - - - (mm) - (kık;), 
- R - - - - (mm) - (kıks), 
5 »- - - - (mb) - (m.K,), 
. m -»- - - - (ml) - (mA), 
- 8 - - - - (m,k;) - (mk,), 


T den Mittelpunkt des eingeschriebenen Kreises, 


U den Durchschnittspunkt der Linien (z,, yı k,), (. 9 K.), 


so findet man, wenn 2s=a+b-+e, 


Y: (s—b)+ y,(s auch! c) 


Yı . a Br 
SEN m 
2 b 2 
s—a)+y,(s—b) 
= Yı( ra ae 


_ ©(s—b)+2,(s— c) 


a 


x, (s—a)-+z2,(s— c) 


b 


z,(s—a)+x,(s—b) 


5 


C 


zı+yıtalb+c), &, 1 zı+tyıta(b-+e), 


Yn-J= D) +Yy+ b(a+ c), 1 zn J= l +9 +b(a+ c), 
273 +Y3+e(a+b), ©, 1 2, + +e(a+b), 
Yıy-s = yıls-a)+ ye(s—b)+ys(s—c), Ln-s = 2 (s—a)+2;,(s—b)+ 


Wählt man wiederum die Coordinaten der Art. dass 


/ % 
(23, 9; #3), 


Y:;: 
Y3; 


cz r ( 


’\ 


$ Be C). 


1-0 y=d, p=y 
so findet man: 
Ya) _ Ya) _ I _ ur. (a-b)(a+b—c)+la—c)(a—b+e) 
TR) T(R,) T(S,) (c—-b){(a+b+c)(a—b-+e)(a+b—c)—4abe) 


woraus folgt, dass die Punkte 


(zu Yı),, Ru Ru 8; 
} und ebenso je die Punkte 
| (X, Y.), R,. R;. S,. 
(25, Y5). R,, R;. S, 


in einer Geraden liegen. 
Legt man ferner die Coordinaten so, dass 


Yu, = 0, =Y, 
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so erhält man: 


u _ In _ In _ Un _4p._____(a-b-e) 


Cs) Es.) Es) un (c—b)(a+b+c)(3a—b—c) ’ 


woraus folgt, dass die fünf Punkte 


DB 8, 8; T U 


in einer Greraden liegen. 


Dessau, am 22. November 1884. 








Ueber die Anzahl der Classen quadratischer Formen 
von negativer Determinante. 


(Auszug aus einem von Herrn Adolf Hurwitz in Königsberg i. Pr. an Herrn Kronecker 


gerichteten Briefe.) 


Di. Relationen für die Classenzahlen der binären quadratischen 
Formen von negativer Determinante, welche Sie im 57. Bande dieses Journals 
aufgestellt haben, sind von Ihnen später in den Monatsberichten der König). 
Akademie der Wissenschaften zu Berlin vom 19. April 1875 dureh eine 
Reihe weiterer Relationen vervollständigt worden. Es lassen sich nun, wie 
ich bemerkt habe, auf einem ähnlichen Wege, wie Sie ihn in den Monats- 
berichten eingeschlagen haben, noch mehrere Ulassenzahlrelationen gewinnen, 
die sich den Ihrigen in Rücksicht auf den Charakter der auf der rechten 
Seite der Relationen auftretenden zahlentheoretischen Funetionen unmittelbar 
anschliessen. 

(Grestatten Sie, dass ich Ihnen meine diesbezüglichen Entwieklungen 
in den folgenden Zeilen mittheile! 

Es möge, wie in Ihren Aufsätzen, 

4lg)=hl-g)= 141287", 
(?n +1)? (?2n 4-1) 
%(Q)=224 * „ I()=2F-1)(2n+Hl)g ° 
gesetzt werden, wobei, wie im Folgenden durchgehends, der Summations- 
buchstabe » alle nicht negativen ganzen Zahlen durchlaufen soll. 

Man hat dann die nachstehenden Gleichungen, welche Sie als un- 
mittelbare Folge Ihrer älteren Relationen erhalten haben: 

1) 4EFAn+D)g" = gg). IQ), 

(2) AEFAn+DgE = HL) = RNIT, 

3.) SEFH+HI" Sl ö (q) — 24 79,(9).9 (g)hlq), 
(4) 122E(n).g" = lg). 
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Aus diesen Gleichungen lassen sich noch einige weitere von ähnlichem 
Charakter ableiten. Man vertausche in der Gleichung (1.) g mit —q, wobei 
q°9%(g) unverändert bleibt, während 9,(g) in 9,(g) übergeht. Verbinde: 
man dann die neu entstehende Gleichung mit der früheren durch Addition 
und Subtraction, so erhält man: 


48F(n +)" SRH), 
4EFOn+ GH = HIN) 
oder — mit Benutzung der Relation H(g) = 2I()I,(g) — 
5) 2FFEn+2)g" = IN HNHN), 
(6.)  2EF(&n+6)g" = IN HNIG. 
Indem man dasselbe Verfahren auf die Gleichung (2.) und die soeben er- 
haltenen Gleichungen (5.) und (6.) zur Anwendung bringt, findet man weiter: 
7) ER 804 Dg” = THAT, 
(8)  4EFl 80n+ gg" = ILNRAN), 
(9) 2FFllön+ Dg" = INH, 
(10.) 28F(16r+10)g”" = gILNHA)Ilg). 
(11.) 28F(16Rr+ 6)g" = gINAP)IHlN), 
(12) 2EF(l6Rn +14)" = GINA) I: lg"). 
Mit diesen Gleichungen stelle ich nun die folgenden 9-Relationen 
zusammen: 


(a) RÜ)hlg) = Hılig), 
6) HMNHDHG) = iFI (ig). 
Was die Relation (a.) angeht, so ist dieselbe nichts Anderes wie die 
Gleichung 


G=Y-1 


INA) TERN HNIAgN = lg), 
nur dass q mit ögq vertauscht ist. Ferner ergiebt sich die Relation (b.) so- 
fort aus (a.) vermöge der Gleichung 
HAN IHLA) = HN. 
Um die letztere zu beweisen, multiplieire man die Relationen 
HH) = Kg); 
IH) = IRQ), 
ii) = 2) Ieq‘) 























N 
6) 


St 


ti 
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mit einander und nehme von beiden Seiten der so entstehenden Gleichung 
die Quadratwurzel. 

Offenbar lassen sich nun mit Hülfe desselben Verfahrens, welches 
Sie in den Monatsberichten angewendet haben, aus den Gleichungen (1.) 
bis (12.) in Verbindung mit den Relationen (a.) und (b.) neue Classenzahl- 
relationen herleiten. So erhält man z. B., indem man die Gleichung (2.) 
mit 9,(ög?) multiplieirt und sodann die Relation (a.) berücksichtigt, die 
Gleichung: 

49,(ig).ZF(An+l).g"tt = 9). iq), 

aus welcher sich durch Vergleichung der Coefficienten in den Entwicklungen 
beider Seiten nach Potenzen von g unmittelbar eine Classenzahlrelation er- 
siebt. Um nun alle auf diese Weise aus der Zusammenstellung der Glei- 
chungen (1.)—(12.) mit (a.) und (b.) resultirenden Relationen bequem dar- 
stellen zu können, führe ich die folgenden Bezeichnungen ein. Es soll 


die Summe 
+) 
(=) 
V 


mit (2,(m) oder (2,(m) oder £2,(m) bezeichnet werden, je nachdem dieselbe 

erstreckt wird über alle positiven ungeraden Zahlen v, welche in den ver- 

schiedenen Auflösungen durch ganze Zahlen v, » der Gleichung 
m=v’+n oder m=v’+2n’ oder m=2v’-+n’ 

vorkommen, wobei zwei Lösungen v, » und v', » nur dann als identisch gelten, 


» ’ ! D 14 — 3 Br M r . 
tallsv=v,n=n ist; unter ( . ) ist das Legendre-Jacobische Zeichen 


zu verstehen. so dass also 


—1 > 
9 : + 
( —) / % > t S 
ar J 


v ’ 


1 
| 


ist. Die Analogie dieser zahlentheoretischen Funetionen 2,(m), 2, (m), 
OL 


‘2,(m) mit der von Ihnen in den Monatsberichten eingeführten Funetion 


\ 


‘2 (m) tritt besonders deutlich hervor, wenn man die letztere durch die Summe 
—1 
z( )v 
v 


definirt, die Summe erstreckt über die verschiedenen Lösungen der Gleichung 


> > 


m = v'+m”. 


Man findet nun auf dem angegebenen Wege die nachstehenden Re- 


lationen: 
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(2?) &(-1)*F(m— 8%’) — 102,(2m), m= 1(mod.4); 
) und (#) Z(-VD’Fm-164) = 14 


12m), m=10ld.3 (mod.8); 
(9) Z(-VD'F(m-32K) = 25), m = 2 (mod.8); 
(11) Z-DIFm-64) = 25), m= 6(mod.16); 
(2°,) sn‘ FÜ", .e ) = 10,(m), m = 3 (mod.8); 
) ZN" Fm-) = 102, m), m=2(mods); 
2 


(44) =&(-1) 8 RR -) = .02,(m), m = 1 (mod.8). 


In diesen Formeln müssen die Summationsbuchstaben A und % alle 
ungeraden positiven, bez. alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen, für welche das Argument von F und E nicht negativ wird. Die 
Zahl m ist in jeder einzelnen Relation der beigesetzten Congruenzbedingung 
zu unterwerfen. Endlich sind die Relationen nach ihrer Entstehungsweise 
numerirt, so dass (2’.) aus der Zusammenstellung der Gleichungen (2.) und 
(b.) erhalten ist u.s. w. Die an sich möglichen Combinationen (9°.) und 
(10°.) sind bei Seite gelassen, da sie zu keinen neuen Resultaten führen. 


Königsberg i. Pr., Juni 1885. 








Sur une expression nouvelle du moment mutuel de 
deux complexes lincaires. 


(Par M. Corrado Segre ä Turin.) 


N 
En representant par A et k les parametres (prineipaux) de deux com- 
plexes lineaires ce et ce, par x et x leurs axes et par 4 et y la distance 


et Yangle de ees axes. M. Klein a nomme moment mutuel de e. ce l’expression 
(k+K)ecosp— Asingy *), 


et il a donne sans demonstration le theoreme que ce moment est exprime, 
a moins de certains facteurs, par l'invariant simultan des deux complexes 
c, c, ou en d’autres termes qu'il s’annule lorsque ceux-ci sont en invo- 
lution. Cette expression a une grande importance, non seulement dans la 
geometrie metrique des complexes lineaires, mais aussi dans la dynamique 
des corps rigides. En effet M. Ball, qui dans sa Theory of Serews **) Va 
eonsideree sous le nom de coefficient virtuel de e, c', a prouve (ce que 
M. Klein avait deja entrevu) que le travail developpe par une torsion 
(teist) d’amplitude infiniment petite y autour de e sur un corps solide soumis 
a l’aetion d’un torseur (wrench) d’intensite y' suivant ec’ est le produit de ce 
eoefficient virtuel par yy'. 

Or on peut donner au moment mutuel de ce, ec’ une forme plus simple 
en introduisant la consideration de l’angle de ec, ce dans le sens de M. Cayley, 
en prenant pour absolu de l’espace de complexes lineaires la varicte qua- 


*) V. Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten, Math. Ann. II, 
pag. 368. Au fait dans ce travail le terme Jsing est pr&eed& par le signe +, mais 
cette difference de signe n’est pas essentielle. On verra d’ailleurs par la suite pour- 
quoi je fais ce ehangement et comment on doit ehoisir les signes des differentes 
quantitds qui entrent dans cette expression pour qu'elle soit exacte. 

**) Dublin: Hodges, Foster & Co., 1876, v. pag. 13. 
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(2) &(-D’F(m—8k’) — 


.— 2,2m), m == 1 (mod.+); 
7) und (3) &(—-VD"F(m— 164°) 


2m), mz=10d. 3 (mod.d); 


\ 


(9) =(-D’F(m-32k) = 2 5): m = 2 (mod.8); 
(11°) Z(-D’F(m-646) = 2 > ), m = 6 (mod.16); 
(2°.) sn“ FI e; ) = 12,(m), m=3(mod.d); 
Ca zn ® Fm-N) = 102(mM, m=2(mod.d); 
(4°,) sn ° M--—) = -142,(m), m=1 (mod.3). 


In diesen Formeln müssen die Summationsbuchstaben A und 4 alle 
ungeraden positiven, bez. alle positiven und negativen ganzen Zahlen durch- 
laufen, für welche das Argument von F und E nicht negativ wird. Die 
Zahl m ist in jeder einzelnen Relation der beigesetzten Congruenzbedingung 
zu unterwerfen. Endlich sind die Relationen nach ihrer Entstehungsweise 
numerirt, so dass (2’.) aus der Zusammenstellung der Gleichungen (2.) und 
(b.) erhalten ist u.s. w. Die an sich möglichen Combinationen (9°.) und 
(10°.) sind bei Seite gelassen, da sie zu keinen neuen Resultaten führen. 


Königsberg i. Pr., Juni 1885. 
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Sur une expression nouvelle du moment mutuel de 
deux complexes lincaires. 


(Par M. Corrado Segre a Turin.) 


R 
En representant par A et 4 les parametres (prineipaux) de deux com- 
plexes lineaires e et ec‘, par x et x’ leurs axes et par 4 et p la distance 


et Vangle de ces axes, M. Klein a nomme moment mutnel de e, ec l’expression 
(k+k)cosp— Isingy*), 


et il a donne sans demonstration le theoreme que ce moment est exprime, 
a moins de certains facteurs, par l’invariant simultane des deux complexes 
c, ec, ou en d’autres termes quil s’annule lorsque ceux-ei sont en invo- 
lution. Cette expression a une grande importance, non seulement dans la 
geometrie metrique des complexes lineaires, mais aussi dans la dynamique 
des corps rigides. En effet M. Ball, qui dans sa Theory of Serews **) \’a 
eonsideree sous le nom de coefficient virtuel de e, c', a prouve (ce que 
M. Klein avait deja entrevu) que le travail developpe par une torsion 
(twist) d’amplitude infiniment petite y autour de e sur un corps solide soumis 
a l’action d’un torseur (wrench) d’intensite y' suivant ec’ est le produit de ee 
eoeffiecient virtuel par yy'. 

Or on peut donner au moment mutuel de ce, e une forme plus simple 
en introduisant la consideration de l’angle de ec, e' dans le sens de M. Cayley, 
en prenant pour absolu de l’espace de complexes lineaires la variete qua- 


*) V. Die allgemeine lineare Transformation der Liniencoordinaten, Math. Ann. II, 
pag. 368. Au fait dans ce travail le terme Asing est pr&eed&e par le signe —+-, mais 
cette difference de signe n’est pas essentielle. On verra d’ailleurs par la suite pour- 
quoi je fais ce changement et comment on doit choisir les signes des differentes 
quantites qui entrent dans cette expression pour quelle soit exacte. 

*#) Dublin: Hodges, Foster & Co., 1876, v. pag. 13. 
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dratique des eomplexes speciaux; car il existe alors la relation 

2Ykk cosce = (k+K')cosp — Asingp *). 
J’ai demontre analytiquement cette formule, qui me parait digne de remarque., 
dans une note sur les geometries metriques des complexes lindaires et des 
spheres**), ol jai aussi montre comment elle est liee etroitement A la formule 
eonnue qui donne le cosinus de l'angle de deux spheres en fonction de leurs 


ravons et de la distance de leurs centres, et comment elle peut &tre prise pour 


fondement d’une g&ometrie metrique du systeme de trois droites dans l’espace. 
Mais comme cette d@monstration analytique est un peu longue et s’appuie 
sur des considerations tres generales, mais par cela m@me un peu &levees, 
je veux en exposer iei en quelques lignes une nouvelle demonstration syn- 
thetique fort simple, qui ne fait usage quc de propositions tr&s connues. 


Soient e, ec’ les deux complexes lineaires que nous eonsiderons, et 
donnons toujours a k et k, x et x’, 4 et g la signification dite. Soit o le 
rapport anharmonique de e, ce et des deux complexes speciaux d, d, de leur 
faisceau: on aura pour llangle de ec, ec’ (angle dont il s’agit d’exprimer le 
cosinus en fonetion de k, K, 4 et p): 


l 
u logo, 
d’ou 
a BE llogo —tllogo\ _ ] 4 1 u o+1 
COSsc ce = 1(e Leite) = 5 0o+ r )= 2Vo 
_ 


le rapport anharmonique o de ce, c’, d, d, est le möme que celui des 


*) ]l s’ensuit que le travail developpe par une torsion y suivant e sur un 
eorps rigide soumis A un torseur y’ suivant c’ est donne par le produit de deux quan- 
tites (yY2k, y'V2k’), qui dependent respeetivement de la torsion et du torseur, et du 
eosinus de Yangle de c, ec’, Ce fait est analogue ä ce qui arrive pour le travail de- 
veloppe& pendant un deplacement infiniment petit d’un point soumis & l’aetion d’une force. 


==) Sulle geometrie metriche dei complessi lineari e delle sfere e sulle loro mutue ana- 
logie. Atti della R. Ace. d. scienze di Torino, vol. XIX. — Dans cette note j’ai etabli 
ee fait, qui n’avait pas encore &t&@ remarque, d’est-A-dire que la geometrie metrique 
(euelidienne) des spheres est un cas partieulier de celle des eomplexes lindaires, de 
facon que dans chaque proposition de cette derniere geometrie ot il y a des com- 
plexes lineaires (avec leurs axes et leurs parametres), des droites, des angles de deux 
eomplexes lineaires, des moments de deux droites, on peut les remplacer respective- 
ment par des spheres (avec leurs centres et les carr&es de leurs rayons), des points, 
des angles de deux spheres, des carres de distances de deux points, en remplacant 
en me&me temps par zero chaque angle de deux droites. 
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points a Vinfini des axes de ces complexes, c’est-A-dire des points A linfini 


de x, x, d, d. Done 


sindx sind, x sind sind cotg-+eotd, x 
D == ; 4 - —— - — 
R sinde' " sind,x' sin(de+g) sın(dc+g) cotp-+ecotdzx 
| 0+1 2cotg-+(ecotdr+cotd, x) 
COSCC = == 


2Vo = 2Y(eotp+eotdr)(eotp-+eotd, x) 

Sa 2cotp+(cotdx-+cotd,r) 
= 2V eot’p Heotp(leotdr+ecotd, z)+ eotdrcotd, x | 
Pour exprimer la somme et le produit de eotdx et cotd,r, la voie suivante 
se presente naturellement. Il y a, comme l’on sait, une droite qui ren- 
eontre perpendieulairement les quatre droites x, x, d, d, en certains points 
X, X, D, D, (de sorte que XX = I); on aura done en appliquant aux deux 
droites d, d,, qui sont conjuguees par rapport A chacun des complexes ec, €, 
un theoreme connu: 

D,Xtgde =k, D,Xtgde=k. 


La premiere de ces relations peut s’eerire ainsi 
(D,.X+ Ntg(de+y) = #, 
ou bien, A cause de la seconde: 


(keotde + I)tgdce+tgy) = kK(l-tgptgdr), 
c'est-a-dire 
(keotde+A)(l+tgpeotde) = kKleotde—tgy). 
ou enfin 
ktgy.cot’de+(k—k+ Itgy)eotder+(A+ktgy) =. 
Il est elair que cette &quation du 2° degre, de m&me quelle a pour raeine 
eotdz, aura aussi pour raeine cotd,x; done 


k—k— dtgp 4 


» k' te 
‚ eotdxeotd,e = f 


cotdx + cotd,e = rat; 
ktay 


ktgg 
Ainsi en substituant on aura: 
2k + (k"—k— Atgı k-+k'— Atey 
cosce = —— _—— ( 29) | B= | L 
2yk’+ kl — k— AItgy)+kigg(A-+ktgy) 2Ykk'(1 +-tg’p) 
 (k+-Kk)eosg — Asing 
23V kh’ 
«'est-A-dire 
2Ykkecoscce = (k+Kk')cosy — Ising, 


qui etait justement la formule & demontrer. 
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Comme pour linvolution des deux complexes c, ce’ il faut quwils 
soient conjugueds harmoniquement par rapport aux deux complexes speeiaux 
de leur faisceau, e’est-A-dire que cosce' = 0, on tire de cette formule la 
condition d’involution due A M. Klein: 
(k+k")cosp—Asinp =. 

Mais on peut aussi d&emontrer cette condition de la maniere encore plus 
simple qui suit. On voit tres facilement que si x, x’ sont deux droites 
queleonques, dont les conjuguees par rapport A c soient y, y', et les con- 
jugudes par rapport ä& ec soient 3, 3, linvolution de e, ce’ est caracterisde 
par ce que si y et 3 se coupent, y' et z se couperont aussi. Or siw, «x 
sont, comme auparavant, les axes de c, c', il arrive preeisement que y et 


[A| 


etant des droites Aa linfini, se coupent; done Finvolution de deux comple.res 
lineaires ce, c' est caracterisee par ce que les droites 2, y correspondant aux 
axes x, x de c, ce relativement a c', c, se coupent. UVette condition se tra- 
duit facilement en &quation. La droite qui rencontre perpendieulairement 
en X, X les deux axes x, x’, rencontrera aussi perpendieulairement en deux 
points Y', Z les deux droites y', z, et on aura 
AYtep=k, ZXtepg=K. 

Mais y, 3 se rencontrent si Y' et Z coineident, c’est-A-dire si 

AY+ZXA+XX =, 
ou bien, en mettant — JS au lieu de A'X, en multipliant par tgy et en faisant 
usage des relations precedentes, Si 

k+k—4teyp = Q. 
Done celle-ei est la condition d’involution de ec, ce’, et elle &quivaut evidemment 
a celle qu'il s’agissait de prouver *). 


*) J’ai expose cette d&emonstration Il y a trois ans A l’universite de Turin, oü 
jetais alors etudiant. 


Turin. le 15 mai 1889. 
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Beweis, dass der zweite Factor der Klassenanzahl für 
die aus den elften und dreizehnten Einheitswurzeln 
gebildeten Zahlen gleich Eins ist. 


(Von Herrn Paul Wolfskehl in Darmstadt.) 


Der folgende Beweis beruht auf dem Lehrsatz: 
Ist « eine primitive 4'° Einheitswurzel (4 Primzahl), und sind n,.. 
Ns... N. die e f-gliedrigen Perioden, ist ferner f(n,) ein idealer T’hei- 


ler in der durch die 7 eonstituirten Gattung, so kann man stets einen 
idealen Multiplicator p(n,) so bestimmen, dass f(n,).9(n,) der Hauptklasse 
angehört, während Ny(n,) — 4” bleibt. 

Beweis. Lässt man in dem Ausdruck 

mt HH MTtTrr—n 
die x die Werthe O0, 1, 2, ... k—1 durchlaufen, so erhält man 4° ver- 
schiedene Zahlen, und wenn man % so wählt, dass 
>Nfn), 

so sind unter den 4 Zahlen mindestens zwei einander modulo f(n,) eongruent, 
weil die Anzahl der incongruenten Reste in der Gattung 7 modulo f(n, 
sleich Nf(n,) ist”). Ihre Differenz F(r,) wird also die Eigenschaft haben. 
den T'heiler f(n,) zu enthalten, während die Coettieienten sämmtlich (absolut 
genommen) —— k—1 sind. Sei nun 

I) f gerade. — Ist 

Fin) = Sa Nur (F(n)) = SEE NN WR ne), 
so wird 
= (Fm)) _ za, 2,2 Bi 

Nun ist bekanntlich: 
/d,;5=0 für R>j\, 
\d,;=1 für h=j/' 


= Njn4aMjrh = O,;h—f 


tolglich: 


*=) S, Herrn Kroneckers Festschrift, dieses Journal, Bd. 92 8. 63. 
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EP) -AFE-IEn). 


Also: 
(1.) = (Fin)) nn Si. 
2) f ungerade. — Ist 
F(n,) un <a, nt ko F(n)F(n, . ) = Sr, T; Ink, a 


h,j k+ 


> 


so wird 


e ® 


n: F(n)F(n, | ) = Sc, BENHeN 
k > k h,j k „It+rk+ 


> 


Und weil hier: 


y' " u \ . 2 . 
NN ER. 0, 4 £ 
k J+k+ 


so erhält man 


rn , % FE ” v 2 z 2, 
EFF. ) = AE-fEo) 
also 
[4 rn . 7 OR 7 2 
(2.). =F(n)F (Me) Asa. 
Im Falle f gerade, ist F(n,) reell, also (F(n,)) positiv; im Falle 
f ungerade, ist F(n,) F(n, .) von der Form (a+bY—1)(a—-byY—1), also 
tk 
ebenfalls positiv. Wenden wir daher den Satz an, dass ein Produet von 
» positiven Grössen nicht grösser ist als die »'° Potenz des arithmetischen 
Mittels dieser » Grössen, so ergeben die Ungleichheiten (1.) und (2.) das 
für jedes f geltende Resultat: 
1 Een „N? 
| / ne ER, 
(N F(n) u. /. ( e Za;) . 
Nun ist aber |x,| — 4-1. also Ex, — (k—1)’e. Folglich: 
h 


NF(n) < 4° (k—1).. 
k war nur an die Ungleichheit # > Nf(n,) geknüpft; wählt man es so, dass 
k-1) <Nfm)<#, 
so wird 
N FG) AN). 
NF() = Nfn).Nyo@); 


so erhält man schliesslich: 


Und weil 


Ny(n) 4’, w. z. b. w. 


= 11. 
Der zweite Factor der Klassenanzahl für die aus den Einheitswurzeln 
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selbst gebildeten Zahlen ist gleich der Klassenanzahl der durch die zwei- 
oliedrigen Perioden eonstituirten Gattung. Nach dem eben bewiesenen Satze 
kann man aber für diese die Multiplicatoren so wählen, dass deren Norm 
kleiner wird als 11? =401,... Da sich aber in den Reuschleschen Tateln 
alle Zahlen unter 1000 in wirkliche Factoren zerlegt finden, so ist klar, dass 
in der T'heorie der aus den zweigliedrigen Perioden gebildeten Zahlen ideale. 
d. h. nicht wirkliche Theiler nicht existiren können, dass also deren Klassen- 
anzahl gleich 1 ist. 


ki = 
1. Wendet man den oben bewiesenen Lehrsatz auf die aus den 
Perioden der 13ten Einheitswurzeln gebildeten Zahlen an, so zeigt sich, dass 
die Multiplieatoren für die aus den 3-, 4- und 6-gliedrigen Perioden «webil- 
deten Zahlen so gewählt werden können, dass ihre Norm < 1000 wird: 
und da in den Reuschleschen Tafeln alle Primzahlen unter 1000 in wirkliche 
Faectoren zerlegt sind, so folgt, dass die Klassenanzahl für die aus den 3-, 4- 
und 6-gliedrigen Perioden gebildeten Zahlen gleich 1 ist, oder dass alle 
Primzahlen, welche (mod. 13) zu den Exponenten 3, 4 oder 6 gehören, 
wirkliche Primfactoren besitzen. Für die aus den 2-gliedrigen Perioden 
gebildeten Zahlen ergiebt dagegen der obige Satz, dass ihre Multiplieatoren 

sich so wählen lassen, dass deren Norm 13° = 2197 wird. 
2. Von jetzt ab betrachten wir die aus den 2-eliedrigen Perioden 

N NM NM N Ns Ns 
gebildeten Zahlen. Ist (7) ein idealer Multiplieator, der so gewählt ist. 
dass Ny(n,) = 2197, so kann in NY(r,) höchstens eine Primzahl > 1000 
aufgehen. Und da alle Primzahlen unter 1000 wirkliche Factoren haben, 
diese also aus y(n,) wegbleiben können, so sieht man, dass es gestattet 
ist, für g(n,) den Primfactor einer zwischen 1000 und 2197 gelegenen 
Primzahl zu wählen. Da ferner nach 1. alle zu den Exponenten 3, 4 und 6 
vehörenden Primzahlen wirkliche Faetoren haben, so kommen nur die zu 
den Exponenten 1 und 2 gehörenden 29 Primzahlen: 

1093. 1171, 1223, 1249, 1301, 1327, ... 2081 (zum Exponenten 1 
A, eehörig 
- 11013. 1039, 1091, 1117, 1429, 1481, ... 2131 (zum Exponenten 2 





- 


eehörig‘ 
in Betracht. Die Anzahl der idealen Multiplieatoren für die Zahlen in 
3% 


l 
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ist also höchstens = 6.29 und die Anzahl der Klassen dieser Zahlen dahe 
6.29+1 = 175. 

3. Sei g=NY(n,) eine zum Exponenten 1 oder 2 gehörende Prim 
zahl, so soll jetzt bewiesen werden, dass, wenn g(n,) nicht zur Hauptklass« 
gehört, dann alle sechs Theiler (7), (m), »-. 9(7) zu sechs verschie 
denen Klassen gehören. Aus einer Mittheilung des Herrn Kronecker * 
folgt, dass der zweite Factor der Klassenanzahl der aus den Einheitswurzeln 
gebildeten Zahlen durch 2 oder 3 nicht theilbar sein kann, ohne dass gleich- 
zeitig der erste Factor durch 2 resp. 5 theilbar ist. Da dieser für = 13 
oleich 1 ist, so kann also der zweite Factor oder die Klassenanzahl für die 
Zahlen in 7 durch 2 oder 3 nicht theilbar sein. Ferner ist, wie in 1. ge- 
zeigt ist, die Klassenanzahl für die aus den 4- und 6-gliedrigen Perioden 
vebildeten Zahlen = 1, woraus folgt, dass 

pn) pn) und Pl). pP (m).Pp (m) 
der Hauptklasse angehören, da dies eben die Primtheiler von g in deı 
Theorie der aus den 4- resp. 6-gliedrigen Perioden gebildeten Zahlen sind. 
Wäre nun 
pn) D Pin), 80 wäre Pl) D IHM) VYM) DO Yym), 
also gm)” CO 9(m)Y (7) zur Hauptklasse gehörig. 

Wäre y(n) CV 9(n), so wäre p(n.) CO pn), 
also (m) VO Yym)ym)y(n,) der Hauptklasse angehörend. 

Wäre (nm) WW Y(m), so wäre p(nm) CO 9(m)Yy(n,) eine Zahl der 
Hauptklasse. 

In allen Fällen müsste also die Klassenanzahl durch 2 oder 3 theil- 
bar sein, was nach Obigem unmöglich ist. 

It g=Ngy(n) undg =Ng (n,), und hat man (nm) Co (m), 80 
sind auch die fünf anderen Faetoren von q denjenigen von g’ resp. äqui- 
valent. Um also Multiplieatoren für alle Klassen und für jede Klasse nur 
einen zu erhalten, hat man die Primzahlen (A.) in ihre Faetoren zu zer- 
legen, diejenigen mit wirklichen Factoren wegzulassen, und von mehreren 
Primzahlen. welche äquivalente ideale Faetoren haben, nur eine nach Be- 
lieben beizubehalten. Man hat dann in den Primfaetoren der übrigbleibenden 
Primzahlen das gesuchte Multiplieatorensystem. Hieraus geht hervor, dass 
die Anzahl der idealen, d. h. nieht wirklichen, Klassen ein Vielfaches von 


=) Monatsber. d. Berl. Akad. Jahrg. 1570 S. 881. 
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5 ist; die Anzahl aller Klassen ist daher von der Form 62+1. Sie kann 
somit nach dem unter 2. Gesagten nur eine der folgenden Zahlen sein: 
B) 2: 7, 13, 19, 25, 31, 37, 43, 49, 55, 61, 67, 73, 79, 85, 91, 97, 
“1108: 109, 115, 121, 127, 133, 139, 145, 151, 157, 163, 169, 175. 
4. Um die Zahlen (B.), ausser 1, auszuschliessen, suche ich zu 
zeigen, dass der zweite Factor der Klassenanzahl für die aus den Einheits- 
wurzeln gebildeten Zahlen nicht theilbar ist durch die Primzahlen p = 

r [5, 7, 11, 19, 31, 37, 43, 61, 67, 73, 79, 97, 103, 109, 127, 

.) % u w 

“1139, 151, 157, 168. 


Dureh 13 kann der zweite Faetor nieht theilbar sein. da es sonst 


auch der erste sein müsste. — Ich benutze ein von Herrn Kummer *) an- 
vegebenes, nothwendiges (nicht hinreichendes) Kriterium, wonach, wenn der 


zweite Factor der Klassenanzahl durch eine gegebene Primzahl p theilbar 
sein soll, eine bestimmte Zahl F(w) einen idealen Thheiler von p enthalten 
muss, für irgend eine primitive oder nicht primitive Wurzel » der Gleichung 
1 

vo’ =1, in unserem Falle also ©’ =1. Ist dies aber für eine nicht pri- 
mitive Wurzel der Fall, also für eine Wurzel der Gleichung »’=1 oder 
wo’ — 1, so zeigt Herr Kummer am selben Orte, dass dann die Einheit, deren 
p' Potenz erst sich als Produet von Potenzen der Kreistheilungseinheiten 
darstellen lässt, nur die Perioden von sechs resp. vier Grliedern enthal- 
ten kann. Wenn also in diesem Falle die Klassenanzahl für die 2-gliedri- 
sen Perioden durch p theilbar wäre, so müssten auch schon die Klassen- 
anzahlen für die 6- resp. 4-gliedrigen Perioden durch p theilbar sein, von 
denen wir jedoch schon oben gesehen haben, dass sie gleich 1 sind. Den 
Fall nieht primitiver Wurzeln haben wir daher gar nieht nöthig näher zu 
untersuchen. 

5. Prüft man jetzt die Primzahlen (C©.) in der angegebenen Weise, 
wobei die Rechnungen sich durch verschiedene Kunstgriffe sehr vereinfachen 
lassen. so findet man, dass die nothwendige Bedingung für das Aufgehen 
von p im zweiten Faetor der Klassenanzahl nur erfüllt ist für p = 151: in 


diesem Falle ist nämlich, wenn eo’ = 1, also «= -—o, 
P(—-o) = 700-277 0 = (5-0) + 280), 


*) Monatsber. der Berl. Akad. Jahrg. 1870 8. 376. 
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während 
151= (5-90) —-9e”). 
Hiernach bleibt es zweifelhaft, ob die Klassenanzahl = 1 oder = 151 
ist. Im letzteren Falle aber müsste es 150 ideale Multiplicatoren geben. 
es müssten also von den 29 Primzahlen (A.) mindestens 25 ideale, d. h. 


nicht wirkliche Factoren besitzen. Um zu zeigen, dass letzteres nieht der 


Fall ist, habe ich fünf von jenen 29 Primzahlen in wirkliche Faetoren 
zerlegt, nämlich: 

1093 N(l-a—a’+a"+a), 

1171 = N(1+ 0’ +0°—.a°), 

1223 N(l+o +e’+o -— a" — at”), . 

1301 = N1-+ot ++ —a "+, 

1327 = N1+e’— a” +0"). 
Sonach kann die Klassenanzahl nur =1 sein. 


I 


Darmstadt, 1885. 
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Ueber Minimalflächen, welche durch elliptische 
Integrale darstellbar sind. 


(Von Herrn von Lilienthal in Bonn.) 


In Folgenden sollen zwei Schaaren von Minimalflächen aufgestellt 
werden, auf die im Wesentlichen im 93. Bande dieses Journals Seite 249 
hingewiesen ist. Nennt man die Funetionen U, V, W, deren reelle Theile die 
(‘oordinaten der betrachteten Minimalflächen darstellen, erzeugende Fune- 
tionen, so enthalten dieselben bei der ersten Schaar elliptische Integrale 
nur von der dritten und ersten Art, bei der zweiten Schaar solche nur von 
der zweiten und ersten Art. Bei geeigneter Beschränkung ergeben sich 
unsere Minimalflächen als zu jenen gehörig, welehe entweder selbst oder 
auf ihren Ossian- Bonnetschen Biegungsflächen eine ebene Uurve als geo- 
dätische Linie besitzen. 

Die Art der Untersuchung ist diese. Bezeichnet man dureh X, Y, Z 
die Ableitungen von U, V, W, so sind U, V, W bekanntlich stets erzeu- 
sende Funetionen von Minimalflächen, wenn die Gleichung 

zı.rie. 0 
besteht. 

Da X, Y, Z elliptische Funetionen sind, so ist es zum Bestehen dieser 
(Gleichung nothwendig und hinreichend, dass in keiner der Entwiekelungen 
des Ausdrucks X’+Y’+Z’ für die Umgebungen der Unendlichkeitsstellen 
negative Potenzen der Entwiekelungsgrösse und eonstante Glieder auftreten. 
\Wenn man daher die Coeffieienten jener negativen Potenzen und das eon- 
stante Glied einer Entwiekelung gleich Null setzt, so erhält man die noth- 
wendigen und hinreichenden Bedingungsgleichungen des Problems. 


| L 
In den erzeugenden Functionen der Minimalflächen treten ausser ellip- 
tischen Funetionen nur elliptische Integrale der ersten und dritten Art auf. 
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Es sei: 
d, = d,. (4, u da, — 0, d; a, —W, Ad; mes! 41—-0—W, 
(wo 2w und 20 die primitiven Perioden von ga bezeichnen), sowie: 


22 


w, (u >) a,) . . ger N y un a,) r ur ra (u —4,) de 


+4,90 (u-a,)— = (u—a,). 
Hier sind die Grössen 4 sowie a, von a unabhängig. 
Wir setzen dann: 
X = Aw (ua—a)+ A, y,(u—a,)+ A; v;(u—a;)+ A,w,(u—a,)+L, 
Y= Bw, (w—-a,)+B,w,(u—a,)+B;yv,(n—a,)+B,w,(u—a,)+M, 
Z = C,w,(a-a,)+ Ow,(ua—a,)+ C;y,(n—a;)+ C,y,(a—a,)+N. 
Damit X, Y, Z elliptische Funetionen sind, müssen zunächst die drei 
Gleichungen bestehen: 
A, +4+4+4A,=2A=0(, 
B,+B,+B,+B,=3&B=(, 
C+0+6+0,=20=V0. 
Stellen wir nun die Entwickelungen von X nach Potenzen von u—a.. 
“—4, u—a, und u—a, auf. Dabei beschränken wir uns auf diejenigen 
Glieder der Entwiekelungen, welche auf die Bedingungsgleichungen des 
Problems von Eintluss sind. 
‘s wird in der Umgebung der Stelle «= a;: 
2 = AB Bee 
! ' Ä 
— A; — A,n— A,n+n)+L 
+ Aw (w)+ A; w,(w)+ A,y,(o@+w))(u—a,) 
+ (Ay (w)+A,y; (w)+A,w, (w-+ w)) mn ” 


a ıy,—1 
+ (A, wer) (w') + A, werd) (Wo) 4 A, we R )(w-+W')) “ -4,) 


3, —1)! 
A N ‚Er +1) ! A „er +1) A ‚er +1) ! (u— a, JP +! f 
+ 2 W3 (w)+ zw; (w)+ ıWw; +) -.. 
In der Umgebung der Stelle «= a, wird: 
a — (2v,)!ar U) (2v,—2)!40?r:3) au N ' 
nr A: (u—a,)t! (u—a,)”:=' (wa) rn \ 


+A,7+A,(n—n)—An+L 
+Aw (o@)+ A; w(w+w)+ A, v,(w)!(u— 4,) 





































Lilienthal, durch elliptische Integrale darstellbare Minimalflächen. Si 


] \ : ' ty x (u—£, a 
+/A, TI (w') +4, u, (w +0)+A,w, (w)}- a0 ,) 


+ 


' Bo \ y rw \' (u—-q, 
HAN) + A +0) + Au] | | 
rg (?v, - . 


y,+1 
I; (?v,+1) wi (?27,+1) De . ‚(2v,+1) \ (u- a,)”' 
HA) + A ta) + Alt 


der Umgebung der Stelle «= a, wird: 


v_ 4) -@WEnD _ (20, 2tagn-D 21. | | 
y, — 4 - e- — — ER 
’t (u—a, rt! (u—a, )’?;-1 (u-—a,)”’ u-a ) 


+An- Am —-n)-An+L 
HA, ww) + Anka +o)+ A,w(o')|(u—a,) 


\ s# m ı. u da R 
u A, u (w)+. A, w, ( (w-+ wo ) +, l,w, N! nr 3) 
EN y, : nı (u— a, )” 
HA) + Ay at a) + Ak 
2 “V 2 | 
3 J 
A (?y,;+1)/ ‚® „( !y.4 1)/ Ei N\ ‚ (23 +1) (u —ö6, J' ) 4 
+ A, IR (W) H A;v > \w I v J + A, I 4 (w) J (2v, + N N f a 
Iindlieh hat man in der Umgebung der Stelle v = a;: 
\t 1 ‘ - 27' 
PER em N LT aan € Au))1 ZECHE BF, 
U (ua, rt! (u Br (u—a)' u-a N 
+ A, n N 3% Pa 20 7 l, 
+/A vw (w+o)+ A,w(w) + A, w,(w))| u—a, 
3 
nz ’ An I ZE nn; (MM d 
E A, w, w = U) - A > U, w) or A; W; 4 N 3 ı) 
a (?r,—1)/ N / (>) 1)/ ur ( 1) nn, (U A, & 
HA, (w+@)+ Aw” Na) + A,” Mn) 
| £ (27, —1)! 
} : i | ! 1 2 + ’ IN) „u vu 
+'/A,w! Not )+ A: um‘ ER | A. u : )(w \ ( d,, 


(?v +1)! 
Ilieraus erhält man die analogen Entwiekelungen für Y und Z. wenn man 
statt A und Z setzt B und M, resp. C und 

Wenn wir jetzt die Abkürzung einführen: 


A.As+ B.Bz+C.C; = (A,A,), 


° f D pP! “A "D u & 
können wir die Bedingungen dafür, dass der Ausdruck X’+Y’1Z 
stant ist, in tolgende Form setzen: 


CON- 
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1) A2+B+0: = 0 ITEW, 
(A, 4,)7"—(A, A)7—(A,A,)n+n)+A,L+B,M+CN = 0, 
(4,4,)7+(44;)(n—n)—(A,A,)n+ A,L+B,M+C,N = 0, 
(4, A) + (AA) n—n)— (AA) + AL+BM+CN = 0, 
(4,A)n+7)+(4,4)n+(A,4,)7+ A, L+B,M+C,N = 0. 





(A, A)y(w)+(A, A), (w)+(A,A)yv,w+to) = 0, 
( u A 72 de A 9% ah = ©, 


(3.) 
(A,A ut en Ka) + (A, Auf Br m) + ca, Aywe Be u ey =, 
(4 A,)w (w)+(A,A;)v;(@ +w)+(A,A,)w,(w) = 0, 
7 “ AU 124 hf A 19 ae hie Ayvı m: = ,Ö, 
ca. Ayuf “ u) \4(A, A yyen v: EVER +0 (A, A, ut Y 0) = (), 
(4 A)w(w)+(4;A)w (wo )+AA)wv(o) = 0, 
ER ho; Ayyı mr 8 (w+ Far U @) —(, 


oa) A, A yo ' Kotam)+ (AA Zn 2a) = (. 
(4A,A)w (w+@o)+(A,A)w(w)+(A,A)w,(w) = 0, 
ai Ayvı en en A;)w, TH Ayys ER = 0, 


(A; Ayve ze 





( (A,A,)wi” 7 ER es (A, A ug y— YW)+(A, Ayo !y, A = 6; 


Aus den Gleichungen: 
zA=-0 B=0 Meo0 
ergiebt sich mit Hülfe der Gleichungen (1.): 
(A,A:)+ (A, A3)+(4:A;) = 0, 
(A,A2)+(A,A,)+(A:A,) = 0 
(A,A,)+(A,A)+(4A,) = 0 
(A, A3)+(4;A,)+(A3A,) = 0 
sodass die Relationen bestehen: 
(4,A)= (44) (AA)= (44) (4:.4;) = (A,A,). 
Die Summe der Gleichungen (2.) verschwindet jetzt identisch. 
kann daher das System (2.) ersetzen durch das folgende: 
(AA) +A, A )n + A, L+BM+CN = 0, 
(A, A,)n—-(A, A)" +A;L+B,M+C,N = 0 
—(A,4;) 


Man 


ae 
=] 


D) 


)n+(A,A)7 +A;L+B,M+C,N = 0. 
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öndlich haben wir noch die Bedingung dafür aufzustellen, dass die 
Constante in den Entwickelungen des Ausdrucks X’-+-Y’+Z° verschwindet 


Benutzen wir hierzu die Entwickelung nach Potenzen von (wu—a,), SO er- 
halten wir die Gleichung: 
' ' ! =» En ! ! N 
(A, +A;n+ A,n+n)—L) +(B; n +Bn+B,n+n)-M) 
1 here! C;r r C,H N N ) N N ) 


/ 


Bun (rl), —_ vlt) (ni \ 
2), m ni (& A, A;) (ws w)—ı, W+W )) 
+ (4, A;) (a +1 ) (@) Zi TR V, +] (w 1- en" )! Zi ( ) 


welche sich in Folge der vorigen Relationen auf diese redueirt: 


j Er . . | 20H ER - i a Ei; . 
L’+ MW + N a 2 (A, A ,) WE T v. + | 2 | ? w ) as“ w; Be w I u / N 
(8) 
OPEN SL weine ARE N N 
wi 2(A, A;) yM +5 1 Rt us, \W ) —. w, a 1 U) 76 
2 





Die Gleichungen (3.), ... (8.) bilden in Verbindung mit den Relationen 
A, +BR+C = 0, | | 
ZA=2B=2C= (0 
das vollständige System der Bedingungsgleichungen unseres Problems. Es 
bestehen daher »,+”,+r,+v,+11 Relationen zwischen »,+v,+r,+r,+15 
Unbekannten, sodass im Allgemeinen ausser der einen von vornherein be- 
liebigen Constanten, durch welche man X, Y, Z dividiren darf, drei Con- 
stante und der Modul der elliptischen Funetionen X, Y, Z unbestimmt bleiben. 
Wenden wir uns nun zu einer speciellen Voraussetzung in Betreff 
der Grössen A, B, C, welche es bewirkt, dass die Bedingungsgleichungen des 
Problems mit Ausnahme einer einzigen linear werden. 
Wir setzen: 


A=r11-, A= An, S=-A, A=-A,. 
B,=tr, B,=-B, B= B, B=-B., 
Ce =i, Gelb, G=>-C, G> CC, 


woraus folgt: ' 
(A,A)=2(1-T), (AA)=2, (AA)=—2. 


Die Bedingungsgleichungen (7.) werden jetzt: 


o 
ge n+V1-r’.L+TM+iN = 0 
2 1-T)n—2r’n +Y1—-r.L-TM-iN=0(, 


ver 2 (1-r 1 m +2r7°n7—] 1— 7’. L+rH—iN — 0: 
24* 
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somit: 


-2/1-7.n, M=-2rm, N=0. 











Die Bedingungsgleichungen (3.), ... (6.), (8.) gehen jetzt in die fol- # S 
genden über: | 





" lo) -Yiw)] + tw) pw) = 0, 
gi W@)- w wi -W, Ai w vr (w " = (), 


l 






















ya) — we Bi; Ya) 4 ve ” (ws Br vg: »un) = U, 
iv (wW)-y low) + Wlw+o) pw) = 0, 


As (w)- 1 (wo) +W (w+w)—-y (w) = 0, 


I 


(w)— ver (w) + vr I (Ho) ya) u‘ . ( 


r \w, bi vw (w)) + Y: (w+o) — Y (w) = ©, 
En — a EM RR m, bi =: Q), 


21,2 —1)/ 
ııw, 


ya )— of (0) Lypfte REN yer-D (w) == 0. 


wow, (o) Hy (to) —-w(o) = 0, F’ ! 
vr (w)—ıy, (o)!+w (w+o)—ıy, (w) = (), ; | 
WI) - WII lo) Hy (to) - yo) = (0, 


ey Ya) HUF (Ha) ya) = 0. 


Dies sind »,+9,+9;+»v,+1 Gleichungen zur Bestimmung der 
v,+9,+v;+rv, Grössen 4 und 7, und zwar sind sie in Bezug auf die 
(Grössen A linear. Diese Gleichungen „estalten sich besonders einfach in 
dem Speeialfall: », —y,=y,=rv,—»v. Alsdann werden sie, wenn 


v(u—a,) = III a) HF u-a,)+ 


+49 (u-a,)— — (u-a,) 


0 
OÖ 
gesetzt wird, durch die folgenden vertreten: 
1° yo) +v (woe+o)—-w(w) =, 
hy N 772 BL + ER +0) — ww" (w') = 0. 


ATI) wi Da)ld + aka) RN) = 


2\ „e ?r+1) Bi 
U (w') 


yvartdlo)) Hyatt eh 2.) = VD, 
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Setzt man nun: 
PK) Ho) =), Hat) HN w) = nl”), 


so lassen sich die Bedingungsgleichungen so schreiben: 
waren ı nF HF (dr ') wer 4 a 
+4 (da + )+ren+n, =, 
werde 4 + a + + „er- 7 ner) 1” r) +... 


3 


Dj ) > 
+ N HN) +rTa"+n; (). 
(27-1) /2?,0r (2-3) /(72.9-2) ı » -2 
IE EN HI RI LEN) LH... 
+4 (EIN RNHnEN) = N. 


Dies sind »+1 Gleichungen zwischen den » Grössen A und der 
(Grösse 7’, welche letztere durch die Bedingung: 


) Yrr Ir >) BET ) BET ) > zZ Zi ) 
en IL ... en +n, U n-tn, 
) > 19 rer, ’) ) Irr > R ) | u 
RT LTN AALEN.  ,,. en» +n® U’ +: N 
Pam De, Pnetdnetd ner) nen 


bestimmt wird. Nimmt man » reell, ® rein imaginär, so werden die 
(srössen A reell, sobald 7’ reell ist. 
Für »=0 erhält man: 


= 4 
’ ee, 
für vr =1: 
ı = 2 (2-32 +2)te 2-32 +2 +1—rt. 
1. 


Betrachten wir jetzt Minimalflächen, bei welehen in den erzeugenden 
Funetionen elliptische Integrale nur von der ersten und zweiten Art auftreten. 
Wir setzen wieder: 


4=4, =4-0, G=4-0, W=W-W—W, 


I 


sowie 


.(r.) Or); \ (2) ) _(2r ,—2 \ 
1778 (u — A.) = A, gu . (uU—-4,) +4, ( (u —-40,)+ 


+49 a—a)+tp(u—a,). 
Ks sei nun: 


Ä= A, w (u—a,)+ A; v,(u—4,) +4; wu d;) +A,w, (u— a,)+L, 
Y= Bw, (u-a,)+Byy,(u—a,)+ Bzw, (u—a;)+ By,(u— a,)+M, 
= C, vw, (u— a,) +6, (u — @,) + zw, (u- 


N 


4,)+ C,w,(u-a,)+N. 
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Wir stellen nun die Entwickelungen von X für die Umgebungen 
der vier Unendlichkeitsstellen auf, wobei wir uns auf die Glieder be- 
schränken, welche auf die Bedingungsgleichungen von Einfluss sind. 
Man hat in der Umgebung der Stelle v= a;: 
x Den a . ;,_ DM 4), 
(u—a, )'+° (u—a, )”' (u-a,)' (u-a,)’ 
+4, w,(w') +A;; (w) +4, w,(@ + w') +L 


zZ AN Pr i u—d, 2 
+/A;w, (w)+ A;w; (0)+ Ay, (w+w)| ( ) 


2! 
L! A, ver) (wW) + A,wr)) Aw) n, (u—a, )”' / | 
+ Ay (a) + Aw (w)+ A,w””(w+w), u | 
(u—a, +? 


29,42)! (?v,+2)/ (?v, +? N 
+ ApE>w)+ Ay?) + Aw + N) 


@ + 


In der Umgebung der Stelle «= a, wird: 


be 0 ((2v,-+1)!Ar1) 2 (2v,—1)!40r?) = 31a, f B, EEE 
A = A; | (u—a,)”:+? r (u—a,)”: r (u—a,)* H (u— N 


+A,w (wo )+ Ay (w+w)+ A, w,(w)+L 
Z / 7 ' „ u—d, ’ 
+4,90" (0)-+ Asp" (w+w)-+ Ay! (w)) 


2! 
TORE "OR “Rn u-—-d,)”: 
+Av (+ Ay ’(w+o)+ A, vl”) (w)! 2 x 
. 'A wert ,w)+ A,yt (w +Ww)+ Ay t?(w)) (u—a,)”: .R, 
4,9, 2 (2v, +2)! 
In der Umgebung der Stelle «= a; ist: 
hy ((2v, +1)! (2v, —1)!10r5) 31a, 1 
am As (u—a,)” st? (u—a,)”; me; rinih; (u—a,)* r (u—a,)’ er 
+A,w, (w)+ Aw, (o+o)+A,w,(o)+L 
"/ „ 4% nı (u—a,) 
+/Aıy, (w)+ Ay (w+w)+ A, y,(o)| 2! } 
+ er 
' 2y a1,(2% ' 2v nı (U 4, "v 
+/A,ıyı ’(w)+ A, wy (w+w )+ A; ’(w )) a 
+ Ave) + Ay +) + Ay) Ir... 
| 277 rs (2v, +2)! 


Endlich ergiebt sich in der Umgebung der Stelle «= a;: 
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kl (an antarn CL EZ u a, | 
IR. (m, rt? (u—a,)”: ze (u—a,)' 7 Bi: +3 
+A,y(w+o)+ A,w, (@)+ Az w,(w)+L 


4 N ir (u 1 P 
+ A: y (wm R w) 7 A, w, (@ } 7 A ; un; ( u )} ) 


es 


| 3 (u—a,)” 
4 ‚A,yi’ I (m - -0)+ A, Tal @)+ Av) (wa! 


.- ) ' i ' \ j (n- a4 
HA Iw+o)+ Azur? (w)+ A,ylrt?o ‚( ) 


(2v, +2)! 
Hieraus ergeben sich die entsprechenden Entwiekelungen von Y und Z. 
wenn die Grössen A und Z mit B und M, resp. C und N vertauscht werden. 
Stellt man nun die Bedingungen dafür auf, dass der Ausdruck 
X+Y’+Z° eonstant ist, so erhält man die Gleichungen: 

(1) A+B:+C: = 0 ( 

(AA) )+ (A A)w(o)+(A,A,)w,(o+0)+ A, L+B,M+C,N 
2.) (AA)y(o)+(AA)y(o+0)+(A,A,)w,(0)+4L+B,M+C,N = 0. 

(4; A,)w(@)+ (A; A,)ye(@+0")+(A3A,) w,(0)-+ A, L4+ B,M-+C,N 

4 N 








= (). 

(4A) (@+@)+(A,A,)w.(0)+(A,A)w,(@o)+ A, L-BM+CN = 0. 
(A, A 2) RR vr, (W)4 A ‚A Wu; ( Br“) (), 
(3.) alte MEER -( Ah) 3 (w)+(A,A,) )vi (o+W') , 

ce 

(Ad, Ju "W) HA. AIR io% (- 4, A, wi ' (wo -w') == U), 
(4,A,)w, (wo )+(4,A Ber“ H(A,A,) .(@) 0, 
a | AA) A Dat )+ AA) = 0 
. A; ‚Ayyt (W') HAA Yupl w+W)+(A,A,) we? (o 0, 
AAdWrlo) + AA @HR) + AALEN) = 0, 
(5.) (RAR) 4A AU at) HAIE) - , 
AA)ue ? ER (AA) (m+@) (A,A,) ws» (@') — N. 
(A, A,)w, (o + ni Hr (A,A 4, un, (@)-+ (A,A;) vs (@') - IQ. 
(6.) is io v ke: . Kr 4,4,, Nor ‘w) + ne un ), 
cA, ge wi u R A, A», ws ul), hr; 4,A yue v)f @') (, 








188 v. Lilienthal, durch elliptische Integrale darstellbare Minimalflächen. 









Hierzu kommt die Bedingung, dass auch die Constante in den Ent- 
wiekelungen des Ausdrucks X°’+Y’+Z’ verschwindet. Benutzen wir die 
Entwiekelung für die Umgebung der Stelle = a, so liefert dies: 
(A; v(0)+ A; w,(w)+ Aw (o+@)+ L)' 
+ (B,w,(@)+ By; (wo) + Bw, (@+@')+M)’ 
+ (Oo) + Ow(o)+ Gyalo+@) + N)’ 
rA di ı) z ) 9 ! ) > > 2 ! 

- 1 ((A, Ay? (o)+(A,A;) yet (o)+ (A,A,)wi* "(o+ a )) — (), 


Wir erhalten also im Ganzen v1, +9,+v;+r,+9 Gleichungen zwischen 
v,+,+v,+r,+15 Unbekannten, sodass ausser dem Modul sechs Üoet- 
tieienten in den Functionen X, Y, Z im Allgemeinen beliebig bleiben. 

Fragen wir jetzt, in welchem Fall auf den in Rede stehenden Flächen 
eine Schaar algebraischer Curven liegt. 












Nennt man die erzeugenden Funetionen U, V, W, so kann man den- 
selben folgende Form geben: 


U= —(A+4+4;+4,) - (u)+ Lu+F,(pu, @'u), 


! 


V= —(B -+B,+B,+B,) — (ua) + Mu+F;,(pu, 9 u), 
W= —-(C,+G+6G;+6C,) - (u)+ Nu+F,(on, gu). 


wo F.. F,. F, rationale Funetionen bezeichnen. Damit nun auf der zu 


U, V, W gehörenden Minimalfläche eine Schaar algebraischer Curven liegt. 


müssen die Coeffieienten von a und z (v«) in U, V, W gleichzeitig reell oder 
rein imaginär sein. (S. H. A. Schwarz: Ueber einige nicht algebraische 
Minimalflächen, welche eine Schaar algebraischer Curven enthalten. Dieses 
Journal Bd. 87, S. 159). Da die beiden Fälle, in denen diese Coeffieienten 
reell oder imaginär sind, keine wesentlichen Verschiedenheiten darbieten, so 
betrachten wir nur den letzten Fall und setzen unter A, B, C, A’, B', C' reelle 
Grössen verstehend: 

are re A 

B,+B,+b,+B,=Bi, M=Bi 


C+QG,+0+0= (ii, — Üi. 
Nimmt man nun: 
„= -A-A-Ar+Ai 
B, = —B,—- B,—B,+Bi, 


C = -09-0—-0,+(i, 
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. 1 [2 . \ * . I ) 
und zerlegt die drei ersten der Gleichungen (2.) in ihre reellen und 


Be - pr ac ‘ 14 1 " ) ? 1 . " 1 \ 2 

2° ‚ınaren Bi standth« le, so entstel EN SCECh elatıonen, weiche 1 

E 1. a > y ! ! vv ı° BR : ’ . + 7 
ö ie Grössen A, B, GA, B, C linear sind, welel omm die Teelie DE> BITLTETEL 
E . : at ann IL a 11031 

2 jeser \aTOssen Lestaftten. Hann bleiben nı } Y,+ 3 atlonen 


Du 
a 
— 
— 
4‘ 
—— 


wischen v, +9, v; 


\ lo 1 . 1 \ 1 & r 
Folgende specielle Vorau U | ırössen A, P,. ( 
« A 
‚ewirkt. dass die DBEUINMTUNL> rl IeEnUNYenN mM \usnanite CINel CINZICEN 
pr r ra ART a 2 ıhı 11, 
near Welten. wril NeEDmen: 
} 1} f 
a / 1) a—a,)+t/ (> 7 / / ) a 
Ilki Setzen 
\ | | T 71 da [ d N 7 (Il j 
) ! 4 d „ dA { { „ d 
Z 2 d { d / 
1 . u I) i 
je (sieichuneen hen | | ei 
2(] 1 j , I ] Fi a J 
i 1 
IMIt Wird 
‘) 
L ' / 
’ \ 7 
ıa (rh h sawie J hr 17 IneTı 77 1 . 77 1} ar 7 4 
1 x ıTOSSt 1 / SOWIit f 1) SUÄLEE EAN il i j Uds al y ’ es iıı Li \A I i 
Il ’ENn 
’ ff ] 
N (+) /n) y 
2 
\ ( ) ) 
I J (1) 1} j 
Ir‘ 
Be 12 
= U/i (t))- u) VW I 
ug“ 
)o-1) 
. ) )y 4.2) N { 4-2 u (2 ) 
| 7 (y! ’ ( + Ww (m »E Ir (1) | )—- U), 
vV-- \ \ ’ \ 


i 


Im einfachsten Fall erhält man: 


y k“, L= —4e.)]] E% 


, 


Auch hier werden die Grössen 4, wenn man @ reell, »' rein ima- 
ginär annimmt, reell, sobald 7’ reell ist. Alsdann liegt jedesmal auf der 
"läche eine Schaar algebraischer Curven. Es werden nämlich V= /Ydu 
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und W= /Zau elliptische Funetionen; in U= /[Xdu tritt ein elliptisches In- 


tegral erster und zweiter Art auf, deren Coefficienten gleichzeitig reell oder 








rein imaginär sind, je nachdem Y1—r’ reell oder rein imaginär ist. 





ml. 


Im Vorigen war die Wahl der Grösse a, völlig beliebig. Wenn 


! 


. » . ng . .. (d u) 
man nun die aufgestellten speciellen Voraussetzungen festhält, a, = +3 


setzt und » reell, © rein imaginär annimmt, so lässt sich, sobald die Grösse 7’ 
reell wird, zeigen, dass auf den entsprechenden Flächen entweder ebene 
Uurven als geodätische Linien oder gerade Linien auftreten. 

a) Die zu betrachtenden Funetionen X, Y, Z werden bei der ersten 
l"lächenschaar: 


\ 7 u; (v W' v ' 


- 


FE ER oo, @ u 
Be > )- wet + — 2m, 


2 2 2 
E = T w(a— 5 — E )-w(a- - + a 
tulur g- )- var + ga i 
as yv(a— — -)-v(e-%4 e) 
put. — EN aut + = )- 


Setzt man jetzt: 


ö \ +2,71) 27 Rt 23—)3) 
za-—a,) > 1. | 0 


7 (?v—4)/ 
a, | 2 


(@) u-a,)+' 


-2)/ Rs 
a d \ 


+49 (u-a,)+k gu —a,), 
so kann man die Integrale U, V, W von X, Y, Z, abgesehen von additiven 


('onstanten. so schreiben: 


ER DURFTEN re 


’ ! ' , ! 
r N / 2 12) ( 0, @® ) f ( 1 ( ‚@ ON 
f a ap | RR EBEN u FR u a r we; Een a he e j 
{ 1 AU s)+z(u 517% X\u4+7 Jr lu+ +5) 
f (v o\ f vw _ (' \ 8 
o\u— nn. AU Fe er 5 
u a a 3 
— log ———ändi, 3 
5 / 2) 17 ) ( E: 


rn 


Ei ur Wi 07 E 
a ri h 
DE SET 


SER TR 
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! ! N 
. [7] ON f (u N fi: ci wo N (1) (1 
= Tu 5-75 J-Ms- ae N ae u Ar ar" 
Br, n n 
( 107) (3 { 1 o\ 
o\ u— — 
. 2 2 JA ar 27 RE 
— log ——2nu. 
( m 7 En 1) ON 
o\u— — + )o\ u- 2 
BD Fan 2 2/ 
w \ Te 774 ) EEE oo  w ; oo, @N 
N A er a Do nn Be m VAREL “sl . ni 
= Yo hat Aa: = ia uhr are Win us Fi ar ME WW, 
[ 07) [7 [ v TOR 
U— - u4 
O\ l > ) o\u 2 a ) 
v / ME Es (1) ON ) 
0 u 2 H 2 ya u t 2 a 


Um nun obige Behauptung zu erhärten, bedienen wir uns einer 
Schlussweise, die in der Abhandlung auseinandergesetzt ist: „Allgemeine 
Eigenschaften von Flächen, deren Coordinaten sieh dureh die reellen Theile 
dreier analytischer Funetionen einer complexen Veränderlichen darstellen 
lassen.“ (Dieses Journal Bd. 98, Seite 141. 142.) 


Es wird, wenn man @=p-+gi setzt: 


..o U V . . . a» + 

für g= 0: - reell, rein imaginär, W reell: 
vi—r’ T . 

'#. U [2 * * .. r r I 

fürp=0: 7, fein imaginär, reell, W reell. 
v1—r‘ ! 


N 


Ist nun 1) ”<<0, so wird: 
für g=0: U reell, V reell, W reell: 
für p=0: U rein imaginär, V rein imaginär, W reell. 

Die Fläche besitzt jetzt als Curve p= (0 eine gerade Asymptoten- 
linie, welche in der Z-Axe liegt. 

Auf der verwandten Fläche (Ossian- Bonnetschen Biegungstläche' 
wird die Curve g=0 durch den Coordinatenanfangspunkt vertreten, die 
Curve p=0 ist die Schnittlinie der Fläche mit der zy-Ebene, welcher 
Schnitt die Bedeutung einer geodätischen Linie besitzt. 

It 2) O0 <<], so wird: 

für g=0: U reell, V rein imaginär, W reell: 
für p=0: U rein imaginär, V reell, W reell. 

Die Fläche wird jetzt sowohl von der xz- wie von der yz- Ebene 
in einer geodätischen Linie geschnitten. Die verwandte Fläche besitzt 
sowohl in der Y- wie in der X-Axe eine gerade Asymptotenlinie. 
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Ist 5) "> 1, so wird: 





für g= 0: U rein imaginär, V rein imaginär, W reell; 
für p=0: U reell,. V reell, W reell. 
Die Fläche besitzt jetzt in der Z-Axe eine gerade Asymptotenlinie 
Auf der verwandten Fläche ist die Curve q = 0 die Schnittlinie de: 
ry-Kbene mit der Fläche, welcher Schnitt die Bedeutung einer geodätischen 
Linie besitzt; die Curve p=%0 wird durch den Uoordinatenanfangspunk 
vertreten. 
b) Die zu betrachtenden Funetionen X, Y, Z werden bei der zweiteı 
Flächenschaar: 
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L = 17: 18 (y o)+w(w ))=y(wo-+w v(w )| 
Nimmt man nun: 
a G—) Jar a _aN LIE AI Hr A aN Le. 
X\u—G,) Zu 1) u d,)T () u—4,)1 


HIT aa) +iplu-a,), 
so kann man die erzeugenden Funetionen unserer Flächen, abgesehen von 


additiven Gonstanten, in folgende Form setzen: 
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Es wird daher: 


für g=0: reell. rein imaeinär. W reell: 


fürp=V0: | rein Imaginär, reell. W ree 
vi—r 


Ist nun 1) = <Z0, so wird: 


für g=0: U reell, V reell, W reell 
für p=0: U rein imaginär, V rein imaginär, W 
Die Fläche besitzt eine gerade Asymptotenlinie in der Z-A: Dir 
Curven p = const. sind algebraisch. 
Auf der verwandten Fläche schneide: ry-Ebene eine geodätisch: 


Linie aus; die Curve g=0 wird durch den Coordinatenanfangspunk 


Hier sind die Uurven g= const. algebraisch. 
Ist 2) O0: <<], so wird: 


für g=0: U reell, V rein imaginär, W reell: 
für p=0: U rein imaginär, V reell, W reell 


Die Fläche wir 


E - R h} | & pr w £ 7 . . 
| SOWONI Von del zz-, Wii Von del uz-} bene ın eine 
i 1243 I . . Ar : “4 2 * « 4 x 1 ° ' . . n 
FEOUALSECHEN Linie vescehnitten, üle DSchaar der LUIVEen p GONST, 18T ai eDralst} 
a ® 1 VI. . | * * 
Die verwandfe F läche besitzt sowohl In der } - wu I « \ 


eine gerade Asymptotenlinie. Auf ihr ist die Schaar der Uurven q = «01 
aleebraisch. 
Ist endlich 3) = >1, so wird: 
für g=0: U rein imaginär, V rein imagınär, W reell 
für p=0: U reell, V reell. W reell. 


Die Fläche besitzt In der Z-Axe eine erade Asvmptotenli | de ie 


Schaar der Curven q= const. ist algebraisch. 
Die verwandte Fläche wird von der xzy-Ebene in einer geodätischen 
i Linie geschnitten. Auf ihr ist die Schaar der Uurven p = eonst. algebraisch, 


kei , ER FR 


EHER Ra 


und der Coordinatenanfangspunkt vertritt die Curve p =. 


Die erzeugenden Funetionen der einfachsten hierher «gehörenden 


Fläche kann man so darstellen: 


ne: 
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Auf dieser Fläche hat die Ellipse, deren Gleichung: 
y + fr . 1 
ist, die Bedeutung einer geodätischen Linie. 

Die Fläche ist also identisch mit derjenigen, welche Herr Schwarz 
dieses Journal Bd. s0 8.309 angeführt, und Herr Henneberg in seiner 
Dissertation: „Ueber solehe Minimalflächen, welche eine vorgeschriebene 
ebene Curve zur geodätischen Linie haben“, näher untersucht hat. 


Bonn. im Juni 1884. 
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Ueber diejenigen Flächen zweiten Grades, welche 
durch gleichwinkelige reciproke Strahlenbündel 
erzeugt werden. 


(Von Herrn A. Schoenflies in Göttingen.) 


\ ährend die besondere Natur der ebenen Curven zweiten Grades. 
welche von gleichen Strahlenbüscheln oder Punktreihen gebildet werden. 
bereits lange bekannt ist, hat man sieh der Untersuchung der analogen 


räumlichen Probleme — abgesehen von dem einfachen Fall gleicher Punkt- 
reihen — erst in neuerer Zeit zugewandt. Ilerr Fiedler hat zuerst nach- 


vewiesen, dass zwei gleichwinkelige Ebenenbüschel dasjenige besondere 
Hyperboloid liefern, dessen Kreisschnitte auf je einer seiner Erzeugenden 
senkrecht stehen, und das man jetzt nach dem Vorschlag des Herrn Schroeter 
orthogonales Hyperboloid zu nennen pflegt. Andere derartige Probleme räum- 
licher Natur sind jedoch, soweit mir bekannt, bisher nicht behandelt worden. 
Ich habe mir daher die Aufgabe gestellt, diejenigen speciellen Flächen 
zweiten Grades zu suchen, welche durch gleichwinkelige reeiproke Strahlen- 
bündel gebildet werden. Das Ergebniss der Untersuchung sind Rotations- 
flächen, es ist aber bemerkenswerth, dass man nur zu denjenigen Rotations- 
Hächen gelangt, welche durch Rotation eines Kegelschnittes um seine 
kleinere Axe entstehen; d.h. zum abgeplatteten Ellipsoid, zum einschaligen 
IIyperboloid mit grösserer reeller, und zum zweischaligen Hyperboloid mit 
grösserer imaginärer Hauptaxe. 

1. Der Ebenenbündel S und der Strahlenbündel $S, seien in der 
Weise reeiprok auf einander bezogen, dass je zwei Ebenen @ und ? von 
$ denselben Winkel mit einander bilden, wie die entsprechenden Strahlen 
a, und 5, von S. Es ist zunächst zu untersuchen, ob und wie diese Be- 
ziehung möglich ist. Denkt man sich zum Ebenenbündel S den orthogo- 
nalen Polarbündel der Strahlen a, so dass jeder Strahl « auf der zuge- 
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hörigen Ebene « senkrecht steht, so bilden auch je zwei Strahlen a und 


desselben den gleiehen Winkel mit einander, wie die entsprechenden Strahleı 
a, und b, von S,. Das Analoge ergiebt sich, wenn man den Ebenenbünde] 


\ , arhtat ‚Iahar 1 Y M na Hammamet, DD De 2 02 En, 
I, betrachtet. weiche: mit S,(a,) eINEN OTTINOTODAIEN | olarbündel bild: 


nd es folot, dass die venannte projeetivise 1e@ Bezieh ında Mur in der Wei 
nöglich ist, dass zwei gleichwinkelige Strahlenbündel, die sich in beliebiee: 
‚age befinden, so in ‚Verbindung mit einander gesetzt werden, dass jede 
orthogonalen Polarbündel des anderen reeiprok zugeordnet ist. Anderer 
eits ıst klar, dass, wenn dies geschieht, nicht nur Winkel (af) gleich 
Vinkel (a,b,), sondern auch gleichzeitig Winkel (ab) gleich Winkel («/ 


nr Win ıinderselben Ebene lievende oleiehwinkelive Strah? 

2, Während zwei in derselben Ebene liegende eleiehwinkelire Strahlen 
\ . % Kr’ ‚hl eäanarı 27 4 | ı 771 1 Ä "mm +tr1 \ 1 an küö 1 7} 1: +? ıph r7 
SITE 4487| SOWOIN UUVLMZIUCHL AID Ati 3 SYı11IllECLIlSCI SCI KOLNLEN,. ıasSst SICcnN Z 


ic ‘ r ra sy j' gä ry Ir 1 - sr } I i a a | h 173 In yYyy Ir « co fi \yısypr11 
uasSs Zwel Jicit hwinkeliee raumilene 8! ahlenbün: ei IMMEr als CONnETU 
zeilennet Welüuecn mMUSSECH,. (d. 2. dass Man Sie Stets IN eine S0it 


1 
Ne 
| ”(] kanı las ie 7W 5 | } Inoe S+troahla haıdar 1? 55, lal y am 
prineen Kann, dass Je Zwei hNomoliove Strahlen beider bündei zusammen 
. RP. { nn cr 3 2 cn 15 1 ra .._ 4 Aın a RR 1 Y ne 1 2) R A Bi 1 FERNE. 
On. pDrın2eT Mal IAalNIIEN ZUETSt dle cheltel 8 und 8, zweier de Aamnleeon 
DUNUGeIl »-ZUul Chu SU HUADEN SIEeE IN Alle alien MINüestiens eine Teelle 
avi » nınd 1} 7 Uhr meer een Tr, U - ce a EEE I.’ 
Gerade z und die zu ihr senkrechte Ebene & Eentsprec hend !EeMEem. LIE 
Er nen y,. Pr = I R - ın ” .. tn | 7 Ba. R (Gi : ] ER 4 i ] 
beiden ih (lCSE1 I.DENE Ss lie enden trahlenbüs: heil sind nun entwedeı 


“ j’ ü 1 u Br 2. Boa <ır rn en u „. e Pr a . N) \ er u 
oleichlaufend odeı ungiolt hiaufend. Wenn sie "ol hlaufend sind, so können 


1 2 | } 1 on. ».. £) 417% 7 naphany voa7 21% 6} »\ N + Inc n1 
sie ZUuUNnacısi alle ihre strahlen entspre ( hi na gemein habe N. ist dies NIGI 

1 nun rc yyıa Ian 12 :; I \ 173 Iın ‘ep AYyı r ‘ ui rada . Io,ahaı 
der Fall, so kann man den Bündel S, um «dle Zememsame \Gerfaue 7 drehen. 
1 1 7 UV 1 rrıyı » y 7 tr In I a j* 1 1 1 s 12:3 ro} al “or, t 7 ‘ 1 . f |, yr *® 
DIS JE ZWEl zuereordnete Strahlen der beiden Büschel auf einander fall. 


dadurch wird offenbar die Natur der collinearen Beziehung nicht geändert. 
Demnach bleiben nur die zwei Fälle zu betrachten, dass die in der Ebene : 
lievenden Strahlenbüschel alle ihre Strahlen entspreehend gemein haben, 
oder dass sie ungleichlaufend sind. 

3. In dem ersten Fall haben die beiden Bündel ausser dem in : 
liegenden Strahlenbüschel auch den Ebenenbüschel entsprechend gemein 
dessen Axe x ist. Ist nun « eine beliebige Ebene dieses Büschels, so können 
die in ihr liegenden gleichen Strahlenbüschel wiederum gleichlaufend oder 
ungleichlaufend sein. Sind sie gleichlaufend, so fallen sämmtliche homo- 
Ioge Strahlen auf einander, da dies von zweien, nämlich von = und deı 
Sehnittlinie der Ebenen 5 und « bereits bekannt ist. Daraus folgt dann, 
dass bei dieser Lage von S und $S, in der That je zwei entsprechende 


Strahlen zusammenfallen. Sind dagegen die in der Ebene « liegenden 
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sleicehen Strahlenbüschel ungleichlaufend, so «iebt es in ihr zwei zu ein- 
ander senkrechte homologe Strahlen, die sich decken, nämlich x und die 
Schnittgerade y der Ebenen 5 und «. Ist alsdann a ein beliebiger Strahl 
der Ebene &, und sind 5 und 5b, zwei homologe Strahlen der Ebene @, so 
fallen die entsprechenden Ebenen (ab) und (ab,) im Allgemeinen nieht auf 
einander. Eine beliebige Ebene 9 des durch r gehenden Ebenenbüschels 
wird daher von den homologen Ebenen (ab) und (ab,) in zwei verschiedenen 
Strahlen geschnitten; d.h. in sämmtlichen Ebenen des Büschels = sind die 
in einander liegenden Strahlenbüschel ungleichlaufend. Dreht man demnach 
den Bündel S, um die Axe z um 180”, so fallen je zwei zugeordnete 
Strahlen von S und $S, auf einander. 

4. Sind zweitens die in der Ebene S liegenden gleichen Strahlen- 
büschel ungleichlaufend, so haben sie zwei zu einander senkrechte Strahlen y 
und z, also auch die Ebenen 7n=(zr) und [= (zy) entsprechend gemein. 
\Wenn nun zunächst die in 7 liegenden Büschel gleichlaufend sind, so haben 
sie alle ihre Strahlen entsprechend gemein; demnach haben die Bündel 8 
und S, auch jede Ebene des durch y gehenden Ebenenbüschels entsprechend 
gemein. Ist alsdann 5 ein beliebiger Strahl der Ebene 7 und sind a und a 
zwei homologe Strahlen der Ebene 5, so schneiden sieh die entsprechenden 
benen (ab) und (a,b) in 5b, daher wird eine beliebige Ebene des Büschels y 
von ihnen in zwei verschiedenen Strahlen geschnitten; d. h. in jeder durch y 
gehenden Ebene sind die in einander liegenden Strahlenbüschel ungleich- 
laufend. Daraus ergiebt sich, dass in diesem Fall S, um die Axe y um 
150° gedreht werden muss, damit die Bündel Strahl für Strahl zusammenfallen. 
Sind endlich die in 7 liegenden gleichen Strahlenbüschel ungleichlaufend, so 
müssen, wie sich leicht zeigen lässt, die in £ liegenden Büschel gleich- 
laufend sein, und jetzt ist z diejenige Axe, um welche man den Bündel S, 
zu drehen hat, damit er mit S zur Deckung gelangt. 

Ich bemerke noch, dass in den drei letzten Fällen die Bündel 8 
und $, vor der Drehung involutorische Lage haben, und zwar bilden x uni 
S, ebenso y und 7, 3 und £ die Involutionsaxe, resp. die Involutionsebene. 

9. Die speciellen Beziehungen zweier congruenten Bündel sind 
zuerst von Chasles *) genauer untersucht worden, indem er die beiden Bündel 
als zwei verschiedene Lagen desselben starren Körpers betrachtete. Er 


*) Comptes rendus, Bd. 52, S. TTff. 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 3. 26 
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hat seine Resultate ohne Beweis mitgetheilt; Beweise derselben, die sich 
auf verschiedene Weise führen lassen, sind später von Brisse *) gegeben 
worden. Danach lässt sich der Bündel S durch eine Schraubenbeweguns 
um eine bestimmte Axe x, des Raumes mit dem Bündel S, zur Deekune 
bringen. Ferner giebt es in diesen beiden congruenten Bündeln zwei 
homologe Geraden z und z,, und zwei zu ihnen senkrechte, ebenfalls 
homologe Ebenen S und S, von der Art, dass x parallel x, und $ parallel s, 
ist, und zwar sind ze und x, gleichzeitig zu x, parallel. Die Gleitungs- 
eomponente Ze der Schraubenbewegung ist gleich der Entfernung der Pro- 
Jeetionen der Punkte S und S, auf z,. Zwei entsprechende Ebenen von S 
und S, bilden denselben Winkel mit z und x,, ebenso zwei entsprechende 
Geraden der beiden Bündel. Die Ebenen, gelegt durch die Axe z, und 
S, resp. S,, sind entsprechende Ebenen der Bündel; der von ihnen gebildete 
Winkel 9 ist gleieh der Rotationscomponente der Schraubenbewegung, und 
je zwei homologe Ebenen der beiden Büschel, deren Axen x und x, sind, 
bilden diesen Winkel mit einander. 

6. Die oben genannte Ebene £, schneidet den Ebenenbüschel z(7 
in dem Strahlenbüschel S’(y)), und den Ebenenbündel S, in einem Büschel 
S,(y,), dessen Strahlen y, auf den zugehörigen Ebenen n, des Büschels 
#,(n,) senkrecht stehen. Diese beiden Strahlenbüschel sind, wie unmittelbar 
ersichtlich, gleich und gleichlaufend, sie erzeugen demnach einen Kreis, 
und die Verbindungslinie seines Mittelpunktes mit S, bildet mit der Geraden 
S,S den Drehungswinkel 9. Dieser Kreis gehört der Fläche an, da er 
von den reeiproken Büscheln x(7) und S,(y,) gebildet wird. Jede andere 
Ebene «@, dagegen, welche durch S, geht, schneidet die Fläche in einem 
eigentlichen Kegelschnitt. Denn sei. S,(b,) der in der Ebene «, liegende 
Strahlenbüsehel, und a(?) der zugehörige Ebenenbüschel des Bündels Ss, 
so wird der Kegelschnitt, welchen «@, mit der Fläche gemein hat, von $,(b, 
und demjenigen Strahlenbüschel erzeugt, in welchem «, den Ebenenbüschel 
a‘) schneidet. Diese beiden Büschel können aber niemals projectivisch gleich 
sein, da x die einzige Gerade von S ist, welche der entsprechenden Geraden 
von S, parallel ist, also a niemals zu a, parallel sein kann. Es lässt sich 
daher nur eine Ebene durch 8, legen, welche die Fläche in einem Kreise 


schneidet; d. h. die Fläche ist eine Rotationsfläche. Demnach ergiebt sich: 


Liourilles Journal (2). Bd. 19, S. 2381. 
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Zwei reciproke Strahlenbündel von der Eigenschaft, dass je zwei Strahlen 


des einen Bündels denselben Winkel einschliessen. ıwie die entsprechenden Ebenen 
des anderen Bündels, und umgekehrt, erzeugen eine Rotationsfläche zweiter 
Ordnung. Die Axe derselben ist derjenigen Geraden eines jeden Bündels 
parallel, die auf der entsprechenden Ebene des anderen Bündels senk- 
recht steht. 


— 


‘. Es soll nun untersucht werden, von welchen Bedingungen die 
Art der (gebildeten) Rotationsfläche abhängt. Sei 3 eine beliebige Ebene, 
welche zu z und x, senkrecht ist; sie treffe x in X und ze, in X. Diese 
libene schneidet die Fläche in einem Kreise, dessen Mittelpunkt O heissen 
möge; alsdann ist, wie aus dem Obigen folgt, ZOXX=%9. Ist nun g(e 
der Ebenenbischel, dessen Axe g auf der Ebene (zz,) senkrecht steht, so 


bildet die Axe g, des Büschels g,(«,) mit der Ebene (=x,) den Winkel 


T , . » . . 
—+%, und die zu g, senkrechte Ebene y, ist eine Durchmesserebene der 


Fläche; ihr Schnitt mit $% möge mit d bezeichnet werden. Ferner schneidet 
die Ebene 5 den Ebenenbüschel g(«) in einem Büschel paralleler Geraden b', 
die auf der Geraden XX, senkrecht stehen, den Büschel g,(e,) in einem 
Büschel paralleler Geraden b;, die auf d senkrecht stehen, und den Strahlen- 
büschel S,(a,), der in der Durchmesserebene 7, liegt, in einer auf d liegenden 
Punktreihe A,. Die beiden Punkte A,, welche auf den ihnen entsprechenden 
Strahlen 5b’ liegen, bestimmen den Durchmesser des Kreises, in welchem 7 
die Fläche schneidet. Man nenne nun B, die Punkte, in denen d die Geraden 
b, trifft, ferner B die Punkte, in denen XX, die Geraden b’ trifft. und B’ 
die Scehnittpunkte von 5b’ mit d, so sind die Punktreihen A,. B,, B, B 
sämmtlich projeetivisch zu einander, und es ist die Aufgabe, die zusammen- 
fallenden Punkte der beiden Reihen A, und B’ zu bestimmen. Nun ent- 
spricht dem Punkte X, der Punktreihe A, die Gerade 5b. also auch B, 
und B,, andererseits entspricht der durch X gehenden Geraden 5b’ der un- 
endlich ferne Punkt der Punktreihe A,. Ist nun A” der Schnittpunkt dieser 
(seraden 5b’ mit d,, so sind X und X, die beiden Punkte der auf einander 
liegenden projeetivischen Gebilde, welche den unendlich fernen Elementen 
derselben entsprechen. Bezeichnet man nun noch den Abstand der Punkte 


S und $S, von ? mit k und A,, und die Strecke XX, mit 2%, so ergiebt 


sich, wie eine ganz elementare Betrachtung lehrt. 
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X,A,.X,B, =h, 
A,B:AB = h:h, 
AB:XB = 089; 





also folgt, dass 


SEIFE 
COosH 
ist. Ferner ist 
Bee 
wi 0084 


daher folgt, wenn der Durchmesser des Kreises mit 2r bezeichnet wird, 
(1) ES, k Ah, 0089 
cos u 

8. Mit Hülfe der eben gewonnenen Gleichung lassen sich der Charakter 
und die metrischen Beziehungen der Fläche leicht bestimmen. In der That, 
ist zunächst 9 ein spitzer Winkel, so sind die Punktreihen A, und BD’ un- 
sleichlaufend, sobald 5% zwischen S und 8, liegt, und gleichlaufend für alle 
anderen Ebenen. Diese Ebenen schneiden daher die Fläche nur dann in 
rcellen Kreisen, wenn A? > hh,cos9, was aber nieht immer der Fall sein 
wird. Die Fläche ist demnach ein Rotationsellipsoid. 

Ist zweitens 9 ein stumpfer Winkel, so sind im Gegentheil die Punkt- 
reihen A, und D’ gleichlaufend, wenn die Ebene 5 zwischen S und S, liegt, 
und in allen anderen Fällen ungleichlaufend. Die Fläche ist demnach ein 
otationshyperboloid, und zwar ein einschaliges oder zweischaliges, je nach- 
dem in derjenigen Ebene 9, welche den Abstand 2e der Ebenen & und s; 
halbirt, ein reeller Kreis vorhanden ist, oder nicht. sie ist daher ein ein- 
schaliges Rotationshyperboloid, wenn k’ > e’cos(n—)J) ist, ein zweischaliges, 
wenn K <_e cos (n—%) ist, und endlich ein Rotationskegel, wenn k' = 
e eos(n—#) ist, 

). Seien zunächst im Fall des Ellipsoides 2a und 2b die Axen der 
Ellipse, durch deren Rotation die Fläche entsteht, und zwar möge die 
Axe 2b mit der Rotationsaxe der Fläche zusammenfallen. Aus der obigen 
(leichung (1.) folgt, dass, wenn 

k’—h'h,eos$ = 0 
gesetzt wird, 
h"+h, = 2b 


ist; überdies ist 


k—h, = 2e: 
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also folgt 


\ ) k“ He’ cost 
(2, . h’ Bu ( Fr 
4 COS hy 


Auch der Werth der Axe 2a ergiebt sich aus der Gleichung (1.) Mit 
Riicksicht darauf, dass für die durch den Mittelpunkt des Ellipsoides gehende 
Ebene die oben genannten Punktreihen A, und B’ ungleichlaufend sind, 
findet sich 


k"—te’cos$ 


(3.) a eu 

Diese beiden Gleichungen liefern noch das bemerkenswerthe Resultat. 
auf das ich im Eingang dieser Abhandlung bereits hingewiesen habe, dass 
(4. b’:a’ = €0s®: 


d. h., das von den beiden Bündeln gebildete Rotationsellipsoid ist ein ab- 
geplattetes. 

Ferner zeigt sich, dass das Verhältniss der beiden Axen nur vom 
Drehungswinkel 9 abhängt, dagegen nicht von den Grössen k und e., 

10. Wenn die beiden reeiproken Bündel ein -Rotationshyperboloid 
erzeugen, so wird die reelle Axe desselben durch eine, der beiden eben 
gefundenen Gleichungen gegeben. Auch für die Werthe der imaginären 
Axen behalten dieselben noch ihre Gültigkeit: ich ziehe jedoch vor, in 
diesem Fall den Asymptotenkegel des Hyperboloides direet zu betrachten. 

Die unendlich fernen Punkte des Hyperboloides werden von den- 
jenigen Strahlen #, des Bündels S, geliefert, welche zu den entsprechenden 
lbenen 7 von S parallel sind. Legt man daher durch S, als Scheitel ein 
lbenenbündel S,(«@'), dessen Ebenen « den Ebenen « des Bündels S(« 
parallel sind, so bilden die Strahlen £,, welche in den ihnen entsprechenden 
Ebenen = liegen, einen Kegel, welcher dem Asymptotenkegel des Hyper- 
boloides econgruent ist. Man betrachte nun denjenigen Ebenenbüschel se"), 
dessen Axe s’ senkrecht zur Ebene (zx,) ist; ihm entspricht der Büschel 
s,(@,), dessen Axe s, in der zu x, senkrechten Ebene 5, liegt, und der 
Strahlenbüschel S,(a,), dessen Ebene o, auf der Axe s, senkrecht steht. 
Diese Ebene geht durch x,, und ist, wie wir oben sahen, eine Durchmesser- 
ebene des Rotationshyperboloides, also. auch des von den Strahlen f, ge- 
bildeten Kegels. Die beiden in ihr liegenden Strahlen #, bilden daher den 
Vefinungswinkel desselben. Nun entspricht der Ebene ») des Büschels s («"). 
welche durch x, geht, derjenige Strahl y, des Strahlenbüschels, der senk- 
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recht zu x, ist, und der Ebene 5, welche zu 7’ senkrecht ist, entsprieht 
der Strahl x,; schneidet man also den Ebenenbüschel s’(«’) durch die Ebene 
o,, und bezeiehnet die Schnittlinie von o, und «' durch a‘, so bildet der so 
entstehende Strahlenbüschel S, (a) mit dem Büschel S,(a,) eine hyperbolische 
Strahleninvolution, weil nämlich die Strahlen x, y,, und =, y; verkehrt 
auf einander fallen. Die Doppelstrahlen dieser Involution sind die beiden 
(Geraden f,, welche den Oeffnungswinkel des Kegels bilden. 

Aus dem sphärischen Dreieck, bestimmt durch &,, a, und die Pro- 
jeetion von x, auf die Ebene « folgt nun 


u en 
ts (a, ).ectg(z,a) = cos(n —9); 
ferner ist 
tg(2,0) = ctg(z,a,). 


Daher ergiebt sich für die Potenz der betrachteten Involution 
ctg(z,a,).ete(za) = cos(n— N. 
Die Lage der Doppelstrahlen £, ist demnach durch die Gleichung 
ctg’(z,t,) = c08s(n— 9) 


bestimmt. Wie bereits in der Einleitung hervorgehoben wurde, gelangt man 
also in der That nur zu denjenigen Hyperboloiden, welche durch Drehung 
einer Hyperbel um ihre kleinere Axe entstehen. 

11. Die vorstehenden Betrachtungen lehren noch, dass die erhaltenen 
Itotationsflächen auf unendlich viele Weisen durch reciproke gleichwinkelige 
Bündel erzeugt werden können. Zunächst ist der Winkel 9 durch das 
Verhältniss der Axen eindeutig bestimmt. Ferner hat in den Ebenen, die 
dureh S und S, senkrecht zur Rotationsaxe gehen, der Durchmesser des 


Yl. 
DZ 


Kreises den Werth oe Ist daher S ein ganz beliebiger Punkt einer 
vergebenen hRotationsfläche der betrachteten Art, der zum Mittelpunkt des 
einen Bündels gewählt werden soll, so ist dadurch sowohl e als auch % 
unmittelbar bestimmt; daher gehören zu S zwei symmetrisch liegende ganz 
bestimmte Punkte S, als Scheitel eines anderen Bündels, welcher mit S 
reeiprok und gleiehwinkelig ist. Liegt im Besonderen S in der Hauptebene 
der Fläche, so liegt auch $, in derselben, und fällt S in den einen End- 
punkt der Axe 2b, so fällt $S, in den anderen Endpunkt derselben. Die 
letztere Bemerkung giebt noch Veranlassung zu folgenden Sätzen: 


w 
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Jedes abgeplattelte Rotationsellipsoid wird aus seinen beiden Polen durch 


reeiproke gleichwinkelige Strahlenbündel projieirt. 

Jedes zweischalige Rotationshyperboloid, dessen reelle Hauptaxe kleiner 
als die imaginäre ist, wird aus seinen beiden Scheiteln durch reciproke gleich- 
ıwinkelige Bündel projieirt. 

Jeder Rotationskegel, dessen Oeffnungswinkel ein stumpfer ist, kann als 
Ordnungsfläche eines Polarbündels betrachtet werden, welcher aus zwei reci- 
proken gleichwinkeligen Bündeln von bestimmter Lage zu einander gebildet wird: 
und umgekehrt. 

Der letzte Satz ergiebt sich übrigens bereits aus der in No. 10 an- 
estellten Betrachtung. 

12. Wenn sich der Winkel 9 auf Null redueirt, so geht das Ellipsoid 
in eine Kugel über, und man erhält die bekannte Erzeugung derselben durch 
zwei Bündel von der Art, dass jeder Strahl des einen auf der entsprechenden 
Ebene des anderen senkrecht steht. Beträgt aber $ 180, so ergeben sich 
Rotationshyperboloide, welche durch Rotation einer gleichseitigen Hyperbel 
eebildet werden. Diese Hyperboloide stehen, worauf ich noch besonders 
hinweisen möchte, bezüglich ihrer synthetischen Erzeugung der Kugel ähnlich 
eegenüber, wie in der Ebene die gleiehseitige Hyperbel dem Kreise. Durch 
zwei gleiche, gleichlaufende Strahlenbüschel, die in derselben Ebene liegen, 
entsteht ein Kreis. Dreht man den Büschel S$, um einen beliebigen seiner 
Strahlen um 180’, so liefert er in dieser Lage mit S eine g„leichseitize 
Hyperbel. Analog dazu seien S und $, zwei reeiproke Ebenenbindel, 
welche eine Kugel erzeugen, so dass jeder Strahl des einen Biündels auf 
der entsprechenden Ebene des anderen senkrecht steht. Jetzt haben die 
Bündel eine solche Lage zu einander, dass je zwei Strahlen @ und a, parallel 
sind, so dass jedes Paar von Strahlen a, a, das Geradenpaar x, x, ver- 
treten kann. Dreht man daher den Bündel S, um einen ganz beliebigen 
seiner Strahlen um 180", so wird er in der neuen Lage mit dem reciproken 
Bündel S eines der beiden Rotationshyperboloide erzeugen, welche dureh 
Umdrehung einer gleichseitigen Hyperbel um ihre reelle, resp. imaginäre 
Axe entstehen. Und zwar ergiebt sich noch ($ 8): Ist der spitze Winkel. 
welchen die Drehungsaxe des Bündels S, mit der Geraden SS, bildet, 
grösser als 45°, so ist das Hyperboloid einschalig:; ist er kleiner als 45", so 
ist es zweischalig, und wenn er gleich 45° ist, so artet es in einen Rotations- 
kerel aus. Also folgt: 
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Sind S und S, zwei reciproke Strahlenbündel von der Art, dass jeder 
Strahl des einen auf der entsprechenden Ebene des andern senkrecht steht, 


d.h. dass sie eine Kugel erzeugen, und dreht man den Bündel S, um einen 





ganz beliebigen seiner Strahlen um 180", so erzeugen beide Bündel in der neuen 
lage ein durch Rotation einer gleichseitigen Hyperbel entstehendes Hyperboloid. 
Dasselbe ist einschalig oder zweischalig, je nachdem der von der Geraden 
SS, und der Drehungsaxe gebildete spitze Winkel grösser oder kleiner als 45 
ist; es geht in einen Rotationskegel über, wenn dieser Winkel gleich 45" ist. 


Göttingen, den 1. December 1884. 
























Ueber quadratische Kugelncomplexe und Kugelncon- 
gruenzen, ihre Kreise und ihre Cykliden. 


(Von Herrn Th. Reye in Strassburg i./E.) 


Der quadratische Complex /J aller verschwindend kleinen Kugeln 
ist bekanntlich mit der Lehre von Normalen in der Kugelngeometrie auf 
das innigste verknüpft. Denn zwei Kugeln oder lineare Kugelnsysteme sind 
zu einander normal, wenn sie bezüglich des Punktkugelncomplexes // con- 
jugirt sind *); ein Kugelngebüsch oder linearer Kugelncomplex ist demnach 
in Bezug auf /7T die Polare seiner Orthogonalkugel, diese aber ist der Ort 
der Punktkugeln des Gebüsches und zu allen Kugeln desselben normal. 

Aber auch für die Berührungsprobleme der Kugelngeometrie ist der 
Punktkugelneomplex // von fundamentaler Bedeutung. Das beweist schon 
der Satz: Zwei Kugeln berühren sieh nur dann, wenn der sie verbindende 
Kugelnbüschel zwei zusammenfallende Punktkugeln enthält, also den Com- 
plex // berührt. Mit Hülfe von /7 gelangen wir zu dem Uomplexe aller 
Kugeln, welche eine beliebige Cvklide berühren, zu den Congruenzen der- 
jenigen Kugeln, welche diese Fläche oseuliren oder auch in je zwei Punk- 
ten berühren, und weiter zu den Schaaren dreipunktig oseulirender Kugeln. 
Wir werden ausserdem zeigen, wie auch das Problem der Kreise und Ge- 
raden, die eine Uyklide doppelt berühren, mit Hülfe des Complexes /7 voll- 
ständig gelöst werden kann. 

Vornehmlich aber werden uns die Kugelnbüschel und Kreise, welche 
in quadratischen Kugelncomplexen und -Öongruenzen enthalten sind, ihre 


*) Vgl. Reye, Synthetische Geometrie der Kugeln und linearen Kugelnsysteme, 
Leipzig 1879, S.89. — Wir wollen bei dieser Gelegenheit nieht unerwähnt lassen, 
dass Herr Lie zuerst die Kugel als Raumelement aufgefasst und sehr bemerkenswerthe 
Beziehungen zwischen Linien- und Kugelneomplexen aufgestellt hat (s. die Math. 
\nnalen Bd. 5, 8. 145— 256). 
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gegenseitige Lage und ihre Vertheilung im Raume beschäftigen. Wegen 
der Fülle des Stoffes werden wir die Beweise auf das Wesentlichste be- 
schränken. 














$ 1. 


Quadratische Complexe, Congritenzen und Schaaren von Kugeln. 





























1. Ein quadratischer Kugelncomplex 7’ hat mit einem Kugelnbüschel 
i. A. zwei Kugeln gemein; seine Ebenen umhüllen folglich eine Fläche 
zweiter Klasse. Er enthält eine Cyklide & als Ort seiner Punktkugeln *), 
und letztere bilden eine biquadratische Congruenz, in welcher /’ und der 
Punktkugelneomplex /7 sich durchdringen. Mit einem Kugelnbündel, d.h. 
einer linearen Congruenz, hat diese biquadratische i. A. vier Kugeln «e- 
mein; der beliebig anzunehmende Orthogonalkreis des Bündels schneidet 
demnach die Cyklide $ i. A. in vier Punkten, und & ist eine Fläche vier- 
ter Ordnung. Mit einer beliebigen Kugel hat ? eine haumeurve vierter 
Ordnung erster Art gemein. | 

2. Ebenso beweist man, dass drei resp. zwei Cykliden sich abge- 
sehen von dem unendlich fernen, imaginären Kugelkreise i. A. in 16 Punkten 
resp. in einer Raumeurve achter Ordnung schneiden, und dass diese Curve 
mit einer Kugel i. A. acht nieht unendlich ferne Punkte gemein hat. 

Durch Inversion, d. h. durch eine "Transformation mittelst reeiproke: 
adien, verwandeln sich ein quadratischer Kugelneomplex und seine Oyklide 
allemal wieder in einen quadratischen Kugelncomplex und dessen Cyklide. 
Kine Cyklide kann zerfallen in die unendlich ferne Ebene und eine Fläche 
dritter oder eine beliebige Fläche zweiter Ordnung, oder auch in zwei be- 
liebige Kugeln. 

3. Die Polare einer Kugel # bezüglich des quadratischen Com- 
plexes /' ist ein Kugelngebüsch; sie enthält alle Kugeln, welche von z 
dureh je zwei Kugeln des Complexes harmonisch getrennt sind, und ihre 
Nugreln heissen eonjugirt zu 2 in Bezug auf /. Wenn die Kugel z# in / 
liegt, so berührt ihre Polare den Complex /' in Z, und verbindet diese 
Kugel mit allen ihr unendlich nahe benachbarten Kugeln von /\ Ist ins- 
besondere z eine Punktkugel von /, so berührt folglich die Orthogonal- 


*) Nach Darboux, Sur une elasse remarquable de courbes et de surfaces algc- 
briques (Paris 1873) heisst jede Fläche vierter Ordnung, welche den unendlich fernen 
Kuzelkreis doppelt enthält, eine Cyklide. 
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kugel z ihrer Polare im Punkte x die Cyklide & des Complexes 7, indem 
sie z mit allen benachbarten Punktkugeln von 7’ verbindet. 

4. Durch den quadratischen Complex /'ist einer Kugel z die Ortho- 
sonalkugel # ihrer Polare zugewiesen, sodass jede zu 2 normale Kugel 


zu 2 eonjugirt ist in Bezug auf /. Wenn z einen Kugelnbüschel be- 


schreibt, so beschreibt auch 2 einen Büschel, welcher zu jenem projeetiv 
ist. Alle dem ersteren Büschel conjugirten Kugeln bilden einen Bündel. 
weleher zu dem letzteren Büschel orthogonal ist. 

Die Cyklide # von /' wird von der Kugel z in vier Punkten recht- 
winklig geschnitten, und zwar liegen diese Punkte auf dem Kreise, welchen 
z mit z gemein hat“). Ist nämlich P einer der vier Schnittpunkte von z. 
z und $&, so ist die Punktkugel P zu # normal, also zu z eonjugirt: die 
Orthogonalkugel ihrer Polare ist folglich zu z normal, und da sie in P 
die Cyklide berührt (3.), so wird sie und zugleich die Cyklide in P recht- 
winklig von z geschnitten. Ebenso wird bewiesen, dass jeder Punkt. in 
welchem # zu ? normal ist, zugleich auf der entsprechenden Kugel z' liegt. 
Schneidet ein Kreis die Cyklide in drei Punkten rechtwinklig, so ist er'zu 
ihr auch in dem vierten Schnittpunkte normal, und durch ihn gehen zwei 
Kureln <, welehe mit den ihnen entsprechenden 2° zusammenfallen. 

Wenn der Kreis #2 die Cyklide $ in P berührt oder oseulirt, so 
berührt resp. oseulirt die Kugel z# eine Krümmungslinie von ? im Punkte P 
Ist nämlich 2 eine Ebene, so entkält sie im genannten Falle zwei resp. drei 
unendlich nahe benachbarte Normalen der Cyklide und ist in der That ein: 
Hauptnormalebene von P in P; auf diesen besonderen Fall aber lässt sich 
der allgemeine durch Inversion sofort zurückführen. Die Kugel z berührt ins- 
besondere dann eine Krümmungslinie der Cyklide in P, wenn der Kreis zz 
sich auf den Punkt P von & redueirt, weil in diesem Falle zwei Sehnitt- 
punkte des Kreises und der Uyklide in P sieh vereinigen. 

9. Zwei quadratische Kugelncomplexe 7’, /” heissen reeiproke 
Polaren bezüglich des Punktkugelneomplexes //, wenn der eine und folg- 
lich jeder derselben von den Gebüschen umhüllt wird, deren Orthogonal- 
kugeln in dem andern liegen. Ist die Kugel 2 orthogonal zu der Polare 


*) In den Punkten dieses Kreises wird x von benachbarten Kugeln des Com- 
plexes berührt, wenn x zu I’ gehört; derselbe ist in diesem Falle der Liesche Tra- 
jectorienkreis der Kugel x (vgl. Math. Annalen Bd. 5, 8. 207). Dass eine Kugel zu der 
Cyklide in vier Punkten eines Kreises normal ist, beweist schon Darbouzx a. a. 0. 8.301. 


u‘ 
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einer beliebigen Kugel x in Bezug auf 7, so ist umgekehrt z orthogonal 
zu der Polare von x in Bezug auf 7”. Die Kugel ist folglich, wenn z 
mit ihr zusammenfällt, die Orthogonalkugel ihrer Polare bezüglich beider 
Complexe, und letztere sind in diesem Falle zu sich selbst invers in Bezug 
auf # Zwei Kugeln nämlich, welche durch zwei normale Kugeln z, ; 
harmonisch getrennt sind, liegen bezüglich z sowohl wie A invers. 

Jeder in 7’ enthaltenen Kugel x entspricht eine Kugel z' von /", 
zu welcher z und alle ihr unendlich nahe benachbarten Kugeln des Com- 
plexes /' normal sind (3.). Der Ort eines Punktes z’, in welchem je vier 
unendlich nahe benachbarte, in keinem Bündel liegende Kugeln von 7'sich 
schneiden, ist demnach die in 7” enthaltene Cyklide &'. In jedem ihrer 
Punkte 2 wird & von der entsprechenden Kugel x berührt (3.). 

6. Die Kugeln A und 4 mögen in derselben Weise einander ent- 
sprechen wie z und z (4.). Ist nun A zu z’ normal, so sind z und A in 
Bezug auf /' und z und 4 in Bezug auf /” conjugirt; also ist auch 2 zu 
, normal. Diese Folgerungen bleiben gültig, wenn A und z' unendlich 
klein werden und sich auf einen Punkt P redueiren. Die Polaren einer 
Punktkugel P bezüglich der polaren Complexe 7’ und /” sind folglich 
normal, d. h. sie haben zwei normale Orthogonalkugeln 4 und z; und ein 
„specielles Gebüsch P, dessen Kugeln alle durch einen Punkt P gehen, 
hat.in Bezug auf /' und /” allemal zwei normale Polkugeln z und 4. 

Ist P eine gemeinschaftliche Punktkugel der beiden Complexe, so 
berühren die normalen Kugeln # und x im Punkte P die resp. Cykliden 
P und $ von I’ und 7” (3.). Diese beiden Cykliden schneiden sich folg- 
lieh rechtwinklig in ihren gemeinschaftlichen Punkten; ihre Sehnitteurve 0° 
wird in jedem Punkte P von den entsprechenden Kugeln 4 und 2 berührt 
und ist eine Krümmungslinie von P und &' (4); sie ist von der achten 
Ordnung. 

ba. Jeder Kugel u des Büschels #4 entspricht eine Kugel « des 
Biischels 24° (4.), und wenn wieder 4 und z’ auf einen gemeinschaftlieher 
Punkt P von $& und $’ sich redueiren, so berühren « und « in P die 
resp. Uykliden & und $ ebenso wohl wie 2 und 4. Die Kugeln « und « | 
schneiden sieh daher rechtwinklig in P und sind folglich sich selbst con- h 

Jugirt in Bezug auf 7’ resp. /". Alle Kugeln «', welche die Cyklide ® 
in ihren Sehnittpunkten mit &’ berühren, gehören somit zu dem Complexe /". 
Wenn « sich im Büschel #4 der Punktkugel 4 unbegrenzt nähert. 
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also in einen dem Punkte P unendlich nahen Punkt Q der Cyklide $ über- 
seht, so geht « über in eine Kugel von z4, welche $ in Q und zugleich 
in P berührt. Diese mit # zusammenfallende Kugel berührt also die Uy- 
klide & in zwei conseeutiven Punkten, welche auf der zu $ normalen 
('entrallinie des Büschels #4 liegen; die Kugel 4’ oseulirt somit $ und eine 
zu $' normale Krümmungslinie von & im Punkte P. — Wenn umgekehrt 
eine Kugel #4 von /”, die einer Punktkugel P von J' entspricht, im Punkte 
P die Cyklide $& oseulirt, so ist P ein Schnittpunkt von P und $; der 
Beweis ist dem vorhergehenden leicht nachzubilden. 

7. Wenn ein quadratischer Kugelneomplex Z’ eine Kugel d doppelt 
enthält, also „einfach singulär* ist *), so redueirt sich seine Polare /” be- 
züglich des Punktkugelneomplexes /7 auf eine zu Ö orthogonale quadra- 
tische Congruenz. In diesem Falle nämlich wird 7' nieht von dreifach, 
sondern von nur zweifach unendlich vielen Kugelngebiüschen berührt, und 
zwar von jedem derselben längs eines durch d gehenden Büschels. Diese 
berührenden Gebüsche haben mit /' je zwei reelle oder imaginäre Kugeln- 
bündel gemein; ihre in /” liegenden Orthogonalkugeln gehen durch alle 
Punktkugeln und somit durch die beiden Orthogonalkreise der zugehörigen 
Bündel; diese Punktkugeln und Kreise aber liegen auf der Cyklide & 
von /' (1.). 

Die Kugelnbündel des singulären Complexes 7' bilden zwei Schaaren, 
und zwar können zwei derselben dureh kein Gebüsch oder durch ein den 
Complex berührendes Gebüsch verbunden werden, jenachdem sie derselben 
Schaar angehören oder nicht. Die Orthogonalkreise dieser Bündel bilden 
ebenfalls zwei Schaaren, und zwei beliebige derselben können nur dann 
durch eine (offenbar zur Congruenz /" gehörige) Kugel verbunden werden. 
wenn sie nicht zu derselben Schaar gehören. Wir rechnen diese Kreise 
zu der quadratischen Congruenz 7”, weil alle dureh sie gehenden Kugeln 
zu /" gehören. 

8. Die Cyklide & des einfach-singulären Complexes 7' schneidet die 
Kugeln von /" in je zwei Kreisen von /” (7.) und berührt sie folelich 
doppelt, nämlich in den Schnittpunkten dieser Kreisepaare; sie umhüllt die 
quadratische Congruenz /” und ist der Ort aller ihrer Kreise. Die Mittel- 
punkte aller Kugeln (und Kreise) von /” liegen auf der Fläche zweiter 


*) Seine Diseriminante ist in diesem Falle Null. 
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Klasse, welche von den Ebenen des Complexes 7’ umhüllt wird; denn in 
jedem dieser Punkte wird eine Complexebene von allen ihr benachbarten 
Uomplexebenen geschnitten, weil sie mit ihnen in einem Z' berührenden 
(Gebüsche liegt (3.)., Die quadratische Congruenz /" besteht aus allen 
Kugeln, deren Mittelpunkte auf der Fläche zweiter Klasse (der „Deferente“ 
des Herrn Darboux) liegen und welche zu der Doppelkugel d von 7' (der 
„Direetrix") normal sind. Die biquadratische Schnittlinie von d und der 
eferente ist der Ort aller Punktkugeln von /"; sie ist eine Focaleurve 
der Cyklide 2, weil $ auch von diesen Punktkugeln .doppelt berührt wird. 

9. Wird 2” als gemeinschaftliche Congruenz eines quadratischen 
und eines linearen Kugelneomplexes beliebig angenommen, so erhält man 
als Polare von /" in Bezug auf // i. A. einen quadratischen Complex 7', 
welcher die Orthogonalkugel d des linearen Complexes doppelt enthält. 

In Bezug auf diese Kugel Ö sind /’, 7’ und die Cyklide >? von /' 
zu sich selbst invers, und jede Kugel von /" berührt ? in zwei inversen 
Punkten P, P, (8). Vereinigen sich diese beiden Punkte, so oseulirt die 
zugehörige Kugel die Uyklide dreipunktig in P, indem sie zugleich zu d 
normal ist in P. Die Oyklide > wird demnach von d in einer biquadra- 
tischen Krümmungslinie D° rechtwinklig geschnitten, und in jedem Punkte P 
dieser Linie wird sie nebst einer ihrer zu D" normalen Krümmungslinien 
von einer Kugel der Uongruenz /" dreipunktig oseulirt. 

Diese hyperoseulirenden Kugeln bilden eine biquadratische Schaar 
von /". Denn die in einem beliebigen Gebüsche y liegenden Kugeln von 
/" berühren $, wie einige Ueberlegung lehrt, in Punktenpaaren der Pol- 
kugel von y in Bezug auf /", und diese Kugel hat mit D* höchstens vier 
Punkte oemein. 

Die Polare der Doppelkugel d in Bezug auf 7’ ist unbestimmt, denn 
d ist jeder beliebigen Kugel eonjugirt hinsichtlich 

10. Eine quadratische Kugelncongruenz /" enthält i. A. zwei Schaaren 
von reellen oder imaginären Kugelnbüscheln und deren Grundkreise. Die 
Centrallinien dieser Büschel bilden die beiden Regelschaaren einer Fläche 
zweiter Klasse, und ihre Grundkreise liegen auf einer die Congruenz um- 
hüllenden Uyklide $ (8.) Zwei Kreise von /" können nur dann durch 
eine Kugel verbunden werden, wenn sie nicht zu derselben Schaar gehören 
(7). Die Ebenen der Uongruenz und ihrer Kreise schneiden sich im Mittel- 
punkte der Orthogonalkugel von /" und umhüllen eine Kegelfläche zweiter 
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Ordnung (vgl. 1.). Die Sehnen, welche ein Kreis der einen Schaar mit 
den Kreisen der anderen Schaar gemein hat, bilden demnach einen Strahlen- 


büschel erster Ordnung. Daraus folgt leicht: 

Die Kugeln, welche zwei Kreise der einen Schaar mit denjenigen 
der anderen verbinden, bilden homologe Elemente von projeetiven, die Uv- 
klide $ erzeugenden Kugelnbüscheln. 

ll. Die Potenzebenen, welche die Kugeln der Congruenz /" mit be- 
liebigen Kugeln z#, 4 bestimmen, umhüllen i. A. collineare Flächen zweiter 
Klasse *); die Geraden dieser Flächen sind die von z und A mit den Kreisen 
von /" bestimmten Potenzaxen. 

Wenn die quadratische Congruenz /” eine Kugel d’ doppelt enthält. 
so redueiren sich diese Flächen auf Curven zweiter Klasse. Zugleich fallen 
die beiden Kreiseschaaren von /” zusammen mit einer auf 0’ gelegenen, 
welche eine biquadratische Raumeurve einhüllt; auf diese Raumeurve aber 
redueirt sich die von /” umhüllte Cyklide $&. Die Polare /' von /" in 
Bezug auf // ist in diesem Falle ebenfalls eine quadratische Congruenz, 
welche die Orthogonalkugel von /” doppelt enthält. — Eine quadratische 
Congruenz zerfällt in zwei Bündel, wenn sie mehrere Doppelkugeln hat. 

12. Wenn ein quadratischer Complex /' „zweifach singulär“ ist. 
d.h. alle Kugeln eines Büschels und dessen Grundkreis k doppelt enthält **), 
so redueirt sich seine Polare /" bezüglich des Punktkugelneomplexes auf 
eine quadratische Schaar von zu k normalen Kugeln. Denn /' wird als- 
dann von nur einfach unendlich vielen Gebüschen berührt, und zwar von 
jedem derselben in allen Kugeln eines durch % gehenden Bündels. Die 
Uyklide $ von /' hat die beiden Punktkugeln des Büschels % zu Doppel- 
punkten (1.); sie umhüllt die Schaar /" (vgl. 7., 8); sie ist der Ort der 
I\reise, in welchen je zwei unendlich nahe benachbarte Kugeln von 7 
sich schneiden, und hat diese Kreise zu Krümmungslinien. Alle diese Kreise 
liegen mit /” in einem zu k orthogonalen Kugelnbündel, und ihre Ebenen 
schen durch die Axe von 4. Die Cyklide & ist ebenso wie /” und Z' in 


Bezug auf jede durch % gehende Kugel zu sich selbst invers und wird von 


derselben in einer biquadratischen Krümmungslinie rechtwinklig geschnitten 
9.) 


Sie ist eine Rotationstläche. wenn 5 eine Gerade ist. 
13. Die Mittelpunkte aller Kugeln der quadratischen Schaar 7" 


*) Reye a.a. 0. S. 92. 
**) In diesem Falle sind alle ersten Minoren seiner Diseriminante Null. 
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liegen in der Ebene des Kreises k auf der Curve zweiter Klasse, welche 
von den Ebenen des Complexes /' umhüllt wird (vgl. 8.); nur wenn % eine 
Gerade ist, erleidet dieser Satz eine Ausnahme. Die Schaar 7” enthält daher 
i. A. zwei singuläre Berührungsebenen der umhüllenden Cyklide &, sowie 
als Punktkugeln vier „Brennpunkte“ von &; auch diese vier Punktkugeln 
berühren $ längs Je eines (imaginären) Kreises. Auf die vier Brennpunkte 
von & redueirt sich die Cyklide &' von /". 

Die Potenzebenen, welche die Kugeln einer quadratischen Schaar 
mit zwei beliebigen Kugeln <, 4 bestimmen, umhüllen i. A. zwei projeetive 
Kegeltlächen zweiter Ordnung. Da die Schaar allemal als Schnitt einer 
quadratischen Congruenz mit einem Kugelngebüsch aufgefasst werden kann, 
so folgt dieser Satz aus einem früheren (11.). 

Eine quadratische Kugelnschaar zerfällt in zwei Büschel, wenn sie 
eine Kugel doppelt enthält. — Ein dreifach singulärer quadratischer Kugeln- 
complex zerfällt in zwei Gebüsche. 


$2. 


Die Kreise eines quadratischen Kugelneomplexes. 

14. Ein nicht singulärer quadratischer Kugelncomplex 7' enthält 
dreifach unendlich viele Kugelnbüschel und die x’ reellen oder imaginären 
Grundkreise derselben. ‚Jeder Büschel, welcher zwei eonjugirte Kugeln von 
/' verbindet, ist nämlich ganz in Z/' enthalten, und durch jede der x’ Complex- 
kugeln gehen demnach x' Büschel von /', woraus der Satz folgt. Kugeln- 
bindel sind in 7’ nicht enthalten. 

Kin beliebiges Kugelngebüsceh hat mit 7’ i. A. zwei Schaaren von 
IKugelnbüscheln und Kreisen gemein (10.), und zwar ist der Ort dieser 
Kreise eine Cyklide. Auch die Geraden der Fläche zweiter Klasse, welche von 
den Ebenen des Complexes Z/' umhüllt wird, gehören zu den Kreisen von 7. 

15. Die x’ Kreise und Geraden des quadratischen Complexes / 
berühren die Uyklide &' desjenigen Complexes /” doppelt, welcher die 
Polare von /' ist in Bezug auf den Punktkugelneomplex //. Nämlich die 
Orthogonalkugeln der Gebüsche, welche den Complex /' in den Kugeln 
eines seiner Kreise % berühren, sind zu % normal und bilden einen Kugeln- 
büschel von /"(4., 5.); von ihnen aber redueiren sich zwei auf Punkte, 
welche auf % liegen, und in welchen die Cyklide 2’ von den entsprechenden 
beiden Kugeln und folglich von k berührt wird (3.). 
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Eine Kugel 4, welcher der Kreis k (d. h. jede durch % gehende 
Kugel) in Bezug auf /' conjugirt ist, schneidet alle jene Orthogonalkugeln 
reehtwinklig und geht mithin durch die beiden Berührungspunkte von Ä% 
und $&'. Daraus folgt: 

16. Die Kreise von /', welche einer beliebigen Kugel 4 conjugirt 
sind, berühren die Cyklide & in Punktenpaaren der Schnitteurve vierter 
Ordnung von P’ und 4. Sie sind die Kreise der in der Polare von 4 ent- 
haltenen quadratischen Congruenz des Complexes 7', und liegen in einer 
Cyklide, welche die Congruenz umhüllt und &’ längs jener Raumeurve be- 
rührt. Sie sind zu der Orthogonalkugel 4 der Polare von A in Bezug auf 
/' normal. 

Auch die Kreise des quadratischen Complexes /', welche zu einer 
beliebigen Kugel 4 normal sind oder insbesondere dureh einen Punkt gehen. 
bilden demnach i. A. zwei zusammengehörige Kreiseschaaren einer Cyklide. 
Dieselbe berührt die Cyklide &’ längs der biquadratischen Raumeurve, welche 
$b' mit der Polkugel 4 des zu # orthogonalen Gebüsches gemein hat, und 
eine ihrer Foecaleurven ist die Schnittlinie von 4 mit der Cyklide > von 
I' (vgl. 8.). 

Die beiden Kreiseschaaren fallen zusammen und liegen auf der Kugel 3. 
wenn das sie enthaltende Gebüsch den Complex /' in 4 berührt (11.), wenn 
also 4 zu /" gehört. Auf jeder Complexkugel A liegen unendlich viele 
Kreise von 7’ (14.); die Ebenen derselben gehen durch das Centrum der 
entsprechenden Kugel 4 und umhüllen i. A. eine Kegellläche zweiter Ord- 
nung (1.). Letztere hat mit 4 und der Cyklide $ eine biquadratische 
kaumeurve gemein, welche von den Kreisen doppelt berührt wird. Von 
diesen Kreisen redueiren sieh i. A. vier auf Punkte, in welchen die Cyklide 
$ rechtwinklig von 4 geschnitten wird (vgl. 4.). 

17. Zwei durch keine Kugel verbundene Kreise %, /! von 7' be- 
stimmen zwei Kreiseschaaren dieses Complexes, die auf einer von P' um- 
hüllten Cyklide liegen; denn durch sie geht ein gewisses Kugelngebüsch. 
Die eine dieser Schaaren besteht aus den Kreisen von 7, welehe mit 7 und / 
durch Kugeln verbunden werden können; zu der anderen gehören k und 1. 

Jede der beiden, durch einen Punkt P gehenden Kreiseschaaren 
von 7 wird von den Kreisen der anderen Schaar in projeetiven Punktreihen 
geschnitten; denn durch reeiproke Radien mit dem Centrum P verwandeln 
sich diese Schaaren in die beiden Regelschaaren einer Fläche zweiter 
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Ordnung. Die Cyklide, auf welcher jene Kreise liegen, ist von einer 
wissen Fläche zweiter Klasse die Fusspunktenfläche für den Punkt P. 

18. Die vierfach unendlich vielen Cykliden, welche den x* in 7 
enthaltenen quadratischen Congruenzen umschrieben werden können, hüllen 
die Cyklide & von /" ein und berühren &' längs je einer sphärischen 
kaumeurve vierter Ordnung (16.); von jeder derselben liegt eine biqua- 
dratische Focaleurve auf der Cyklide $& von 7. Auch die Fläche zweiter 
INlasse, welche von den Ebenen des Complexes /' umhüllt wird und alle 
seine Geraden enthält, berührt die Cyklide & längs einer biquadratischen 
kkaumeurve; denn die Ebenen des Raumes bilden einen speciellen Complex 
und gehen durch Inversion über in die Kugeln, welche sich im Inversions- 
centrum schneiden. 


Vo- 
| 
































19. Wenn der quadratische Complex /' eine Doppelkugel d hat, 
so redueirt sich seine Polare in Bezug auf // auf eine quadratische Con- 
eruenz /" (7.), und die Cyklide &' als Ort der Punktkugeln von /” redueirt 
sich auf eine biquadratische Raumeurve %; letztere ist eine Focaleurve der 
Uyklide $ von 7’ (8.) und liegt auf der Doppelkugel d. «In diesem Falle 
enthält /'" zwei Schaaren von Kugelnbündeln und in jedem derselben doppelt 
unendlich viele Kreise, welche die Curve g' in den beiden verschwinden. 
kleinen Orthogonalkugeln des Bündels schneiden. Jeder der x’ Kreise 
von /' hat also mit g zwei reelle oder imaginäre Punkte gemein, und die 
x* Cykliden, welche die &* in /' enthaltenen quadratischen Congruenzen 
umhüllen, gehen alle durch die Raumeurve g. 

20. In dem quadratischen Complexe /' giebt es nur eine Schaar 
von Kugelnbündeln, wenn Z' zwei und folglich alle Kugeln eines Büschels 
oder Kreises k doppelt enthält (12.). Jeder dieser Bündel geht durch % 
und enthält x’ Kreise von 7’, die sich in zwei Punkten von %k schneiden. 
Die x’ Kreise von /’ haben also’ mit 4 je zwei reelle oder imaginäre 
Punkte gemein. Die »* Cykliden, welche je eine quadratische Congruenz 
des Complexes umhüllen, redueiren sich auf biquadratische Raumeurven 
'11.). Diese Curven liegen auf je einer Doppelkugel von /' und haben 
mit 4 die vier Brennpunkte von $& gemein, auf welehe (15.) die Cyklide $ 
sich redueirt. | i 

21. Ein quadratischer Kugelnceomplex /' ist bestimmt, wenn von 
ihm 14 Kugeln oder auch vier Kreise und zwei Kugeln beliebig gegeben 
sind. Drei Kreise von /' bestimmen i. A. einen vierten, welcher mit ihnen 
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durch Kugeln verbunden werden kann. Nämlich die drei Gebüsche,. welche 
je zwei der drei Kreise verbinden, haben einen durch jenen vierten Kreis 
sehenden Büschel gemein. Fünf Kreise können nur dann dureh einen 
quadratischen Complex verbunden werden, wenn sie einer gewissen Be- 


dingung genügen. 


$ 3. 
Coneyklische und confocale Kugelneomplexe zweiten Grades und die in ihnen enthalte: 
Cykliden und Kreise. 

22. Eine beliebige Cyklide $# ist in unendlieh vielen quadratischen 
Kugelncomplexen /' enthalten; dieselben mögen „coneyklisch“ genannt werden, 
sie bilden einen Büschel, welchem auch der Punktkugelneomplex /T an- 
vehört *#). Zwei Kugeln sind normal und bezüglich eines jeden der con- 
eyklischen Complexe conjugirt, wenn sie in Bezug auf zwei derselben con- 
jugirt sind. Ein Kugelnbüschel wird i. A. von zwei der Complexe / 
berührt, und zwar in zwei Kugeln, die normal und bezüglich aller /' con- 
jugirt sind. 

Durch jede nicht verschwindend kleine Kugel geht einer der con- 
eyklischen Complexe. Die Kugel enthält unendlich viele Kreise desselben 
und zwar umhüllen deren Ebenen i. A. eine Kegelfläche zweiter Ordnung 
(16.). Die ®* Kreise der coneyklischen Complexe sind dadurch ausge- 
zeichnet, dass je zwei Kugeln, die sich in einem dieser Kreise rechtwinklig 
schneiden, bezüglich aller jener Uomplexe conjugirt sind. 

Zwei Ebenen sind eonjugirt bezüglich eines quadratischen Complexes. 
wenn sie bezüglich der Einhüllungstläche seiner Ebenen eonjugirt sind. Dar- 
aus folgt leicht, dass die Ebenen eoneyklischer Complexe confocale Flächen 
zweiter Klasse umhüllen. Denn zwei Ebenen sind normal und bezüslieh 


*) Vgl. Reye, Ueber quadratische Kugelneomplexe und eonfocale Cykliden (in 


Colleetanea mathematica edid. Cremona et Beltrami, Mediolani 1881, p. 241). Ist: 
a, (2° +y’+3”)— 2a 2 —2a,y—?2a,:+e, = 0 
die Gleichung einer Kugel in rechtwinkligen Coordinaten, so können die fünf Coet- 
fieienten «; als Coordinaten der Kugel aufgefasst werden. Der Radius r derselben 
ergiebt sich aus @’+a?-+a’—a,a, = e’r’; die Gleichung 
a’+a;+tai—a,e, = 0 
vepräsentirt also den Punktkugelneomplex //. Ein beliebiger Büschel eonevklischer 
Complexe wird dargestellt dureh die Gleichung: 
Sara; +Ala?+ai+a;i—a,e,) = 0, | 
worin A ein Parameter. öi und k=0, 1, 2, 3, 4, und a;: = a,; eine Constante. 


28* 
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aller dieser Flächen eonjugirt, wenn sie in Bezug auf zwei derselben con- 
jugirt sind; die Pole einer beliebigen Ebene liegen folglich in einer zu 
ihr normalen Geraden, dieses aber ist eine charakteristische Eigenschaft 
eonfocaler Flächen zweiten Grades. 

23. Unter den eoneyklischen Complexen Z' giebt es i. A. fünf ein- 
fach-singuläre, deren Diseriminanten Null sind. Einen zweifach-singulären 
viebt es unter ihnen nur dann, wenn die Uyklide & eine Schaar kreis- 
törmiger Krümmungslinien besitzt (12.); wir gehen auf diesen Specialfall 
nicht näher ein. Die fünf Doppelkugeln d der singulären Complexe sind 
paarweise conjugirt in Bezug auf zwei und folglich alle coneyklischen Com- 
plexe (9.), also auch zu einander normal. Die Cyklide & enthält (8.) i. A. 
die fünf paar Kreiseschaaren von fünf quadratischen Congruenzen /"; sie 
wird von den Kugeln und Ebenen dieser Congruenzen doppelt berührt und 
in je zwei Kreisen der Schaaren geschnitten; sie hat fünf biquadratische 
Focaleurven, nämlich auf jeder der fünf Kugeln d eine *). Durch diese 
Focaleurven gehen fünf confocale Flächen zweiter Klasse, die fünf Deferenten 
der Uyklide $& (8., 22.). 

24. Die doppelt berührenden Ebenen der Cyklide > umhüllen i. A. 
fünf, mit den resp. Kugeln Öd concentrische „Kummersche“ Kegelflächen 
zweiter Ordnung (10... Zwei Kreise von &, deren Ebenen nicht dieselbe 
Kummersche Kegelfläche berühren, haben allemal einen Punkt gemein. 

Zwei der fünf quadratischen Congruenzen /" haben i. A. vier ge- 
meinschaftliche Kugeln, welche die Cyklide & in je zwei Punktenpaaren 
berühren und sie folglich in je vier imaginären Geraden schneiden. Die 
Uyklide enthält demnach i. A. sechzehn imagimäre Gerade **); dieselben 
schneiden den unendlich fernen Kugelkreis, und liegen zu vieren auf vierzig 
Kugeln. Jede dieser Geraden kann mit fünf anderen durch Berührungs- 
ebenen der fünf Kummerschen Kegel verbunden werden. 

Jede der fünf Kugeln d ist die Orthogonalkugel ihrer Polaren be- 
züglich der eoneyklischen Complexe; denn diese Polaren fallen zusammen 
mit dem Gebüsche, welches die viereübrigen d' verbindet (23.). Die Com- 
plexe und ihre Cyklide & sind zu sich selbst invers bezüglich der fünf 
Kugeln (5.), und letztere schneiden $ in fünf biquadratischen Krümmungs- 


*) Vgl. diese Sätze bei Darboux, a. a. 0. S. 113—120. 
=") Darbouxz, a. a.0. S. 144. 















linien D* rechtwinklig (9.). 
die einzigen Kreise, welche die Cyklide $ in je vier Punkten rechtwinklig 
schneiden (4.). 
hat die fünfte einen reellen Mittelpunkt, aber ihr Halbmesser ist imaginär. 
25. 
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Die Polaren der coneyklischen Complexe /' bezüglich 
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Die zehn Schnittkreise der fünf Kugeln Ö sind 
Vier dieser Kugeln d können reell sein; in diesem Falle 


des 
Punktkugelneomplexes /7 bilden eine Schaar „confocaler“ quadratischer 


Kugelneomplexe /". Dieselben werden umhüllt von den ®’ speciellen Ge- 


büschen, deren Orthogonalkugeln sich auf Punkte der Cyklide E redueiren 
5.); Jedes andere Gebüsch berührt nur einen der eonfocalen Complexe 7" 
Zu der Schaar gehört auch der Punktkugelncomplex (22. 


22.). 


plexe I" 


Zwei (Gebüsche sind normal und bezüslich aller eonfocalen (!om- 


conjugirt, wenn sie in Bezug auf zwei derselben conjugirt sind 


22.); zugleich sind ihre Orthogonalkugeln normal und bezüglich der con- 


evklischen Complexe /' conjugirt. 


Die Polkugeln eines Gebüsches be- 


züglich der confocalen Complexe liegen folglich mit seiner Orthogonalkugel 
in einem Büschel; insbesondere bilden die Polkugeln des Gebüsches aller 


Ebenen 


dieses speeiellen Gebüsches mit der unendlich fernen Ebene zusammenfällt. 


einen 


26. 


plexe /" 


in z normal. 


Ein Kugelnbündel wird i. A. von 


zwei der eonfocalen Com- 


jüschel concentrischer Kugeln, weil die Orthogonalkugel 


berührt (22... Zwei confocale Complexe werden in jeder ihrer 
gemeinschaftlichen Kugeln 2° von zwei Gebüschen berührt, welche bezüglich 
beider Complexe eonjugirt und folglich normal sind: sie selbst sind sonach 


Ist 2 eine Punktkugel, so berühren die normalen Ortho- 


gonalkugeln dieser Gebüsche im Punkte z die Uykliden der beiden Com- 


FERN | 
plexe ( 


einander und (6.) die Cyklide & rechtwinklig in ihren gemeinschattlichen 
Punkten; sie schneiden sich nach Dupins Theorem in ihren Krümmungs- 


3.). 


Die Oykliden & der eonfocalen Complexe 7” schneiden somit 


linien, welche von der achten Ordnung sind. 


quadratische Congruenzen, nämlich die Polaren der singulären Complexe /' in 
Bezug auf /J. Die Punktkugeln dieser von & umhüllten Congruenzen liegen 
auf den fünf Focaleurven der Cyklide & (8., 23.): 

sich fünf von den Cykliden 2’ der Complexe 7". 
fünf singulären Complexe sind die Orthogonalkugeln ihrer resp. Polaren be- 
züglich aller coneyklischen und aller eontocalen Complexe /' und 7" (24..5. 


Jeder dieser Complexe nebst seiner Cyklide & oder &' ist zu sich selbst 


27. 


Von den eonfocalen Complexen /" redueiren sich i. A. fünf auf 


auf diese Curven reduei 
Die Doppelkugein J « 


en 


ler 
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invers in Bezug auf jede der fünf Kugeln d (5.). Die Durchmesser dieser 
Kugeln werden folglich von den Cykliden &' in je zwei Punktenpaareı) 
involutorischer Punktreihen geschnitten. 

28. Durch eine beliebige Kugel z’ gehen i. A. vier der confocalen 
Complexe /"*); insbesondere berührt eine Ebene i. A. vier der Flächen 
„weiter Klasse, welche von den Ebenen der Complexe /" umhüllt werden. 
Ist z eine Punktkugel, so ist /7 einer der vier Complexe; in einem be- 
liebigen Punkte schneiden sich deshalb drei der Cykliden &' rechtwinklig 
(26.). Durch Inversion ergiebt sich hieraus: Von den Cykliden &' redueiren 
sich i. A. drei auf Flächen dritter Ordnung; die drei unendlich fernen Ge- 
raden derselben liegen in normalen Ebenen. Es lässt sich beweisen, dass 
die orthogonalen Cykliden & confocal sind und die nämlichen Focaleurven 
haben wie #. 

29. 






























Die x’ Kreise der eoneyklischen Complexe /', welche in einem 
beliebigen Kugelngebüsche enthalten sind, liegen schaarenweise auf con- 
tocalen Cykliden; die Orthogonalkugel des Gebüsches hat mit & eine Focal- 
curve dieser Cykliden gemein (16.). Da i. A. vier von den Öomplexen /' 
das Gebüsch berühren (28.), so redueiren sich vier der eonfocalen Cykliden 
auf biquadratische Raumeurven (11.), welche Focaleurven der übrigen sind. 
Jede der confocalen Cykliden enthält zwei Kreiseschaaren des zugehörigen 
Complexes /' und berührt eine der Cykliden &' längs einer Raumeurve 
vierter Ordnung. Der frühere Satz, dass die Ebenen der coneyklischen 
Gomplexe confocale Flächen zweiter Klasse umhüllen, ist in dem eben be- 
wiesenen enthalten. 

Mit einem Kugelnbündel haben die Complexe /' quadratische Kugeln- 
schaaren gemein: dieselben durchdringen sich i. A. in vier Punktkugeln (1.), 
sie bilden einen Büschel, und von ihnen zerfallen i. A. drei in je zwei 
Kugelnbüschel. Der Bündel enthält demnach i. A. drei paar Kreise der 
coneyklischen Gomplexe; aber höchstens ein Paar von diesen Kreisen ist 
reell, wie leicht einzusehen ist. Durch zwei beliebige Punkte gehen also 
sechs Kreise der Complexe /', aber nur zwei derselben sind reell. 


*) Die Gleichung dieser Complexe enthält einen willkürlichen Parameter 4 im 
vierten Grade; man erhält sie, indem man die mit —$«,, @,, a,, @«,, —4«, geränderte 
Diseriminante der Gleichung 

ö TERN 
Saxa;a; +Ala’+a;i+a’—a,a,) = 0 
Null setzt. Vgl. die Colleetanea mathematica, p. 254. 
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30. Die confocalen Complexe /” enthalten die x* Kreise und Ge- 
raden, welche die Oyklide & der Complexe /' doppelt berühren (vgl. 15.). 
Nämlich auf einer Kugel z liegen von den Kreisen der 7" i. A. vier 
Schaaren (28.), die Ebenen derselben umhüllen vier Kegelflächen zweiter 
Ordnung, und letztere gehen durch die biquadratische Schnitteurve von z 
und &, die von den Kreisen doppelt berührt wird (16.). Anderseits gehen 
bekanntlich durch eine Raumeurve vierter Ordnung erster Art i. A. nur 
vier Kegelflächen zweiter Ordnung, und jede die Curve doppelt berührende 
Ebene tangirt eine derselben. 

Die Mittelpunkte der vier Kegeltlächen bilden das gemeinschattliche 
Poltetraeder der &' Flächen zweiter Ordnung, welche sich in der Raumeurve 
durchdringen. Letztere und die Cyklide 2? werden i. A. von 16 Kreisen 
der Kugel x dreipunktig oseulirt; die 16 Oseulationspunkte liegen zu vieren 
in den vier Flächen des Poltetraeders, und in ihnen vereinigen sich die 
beiden Berührungspunkte von je einem, die Cvklide doppelt berührenden 
Kreise. 

3l. Von den quadratischen Congruenzen, welche ein Kugelngebüsch 
y mit den confocalen Complexen /” gemein hat, berühren i. A. zwei ein 
beliebiges anderes Gebüsch 7,; dieselben liegen in den beiden, den Bindel 
y7, berührenden Complexen /” (26.). Von den Polaren jener Congruenzen 
in Bezug auf // gehen deshalb i. A. zwei dureh eine beliebige Kugel, und 
von den Cykliden #, welche in diesen Polaren enthalten sind und die qua- 
dratischen Congruenzen einhüllen (8.), gehen folglich i1. A. zwei durch einen 
beliebigen Punkt. 

Die Cykliden 7 enthalten je zwei Kreiseschaaren der Complexe 7": 
sie berühren die gegebene Cyklide $& längs biquadratischer Raumeurven, 
in welehen 2 von den Kugeln eines Büschels, nämlich von den Polkugeln 
des Gebiüsches 7 bezüglich der Complexe /”, geschnitten wird (16., vgl. 
25.). Die Orthogonalikugel von y schneidet die Cykliden & der Complexe 
/" in Focaleurven der resp. Cykliden 7; sie schneidet die 7 in biquadra- 
tischen Krümmungslinien rechtwinklig. Eine der Cykliden # redueirt sich 
auf eine biquadratische Raumecurve (11.); dieselbe liegt auf der Kugel 0", 
in welcher einer der eonfocalen Complexe von y berührt wird. 

32. Die »e” Doppeltangenten der Cyklide & bilden die x' Regel- 
schaaren der von den Ebenen der eonfocalen Complexe umhüllten Flächen 
zweiter Klasse. 


Von diesen Flächen gehen i. A. zwei durch einen belie- 
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bigen Punkt (31.) und berühren i. A. vier eine beliebige Ebene (28.); in 
einer Ebene liegen demnach i. A. acht, und durch einen Punkt gehen vier 
Doppeltangenten der Oyklide &. Von den Flächen zweiter Klasse wird & 
längs biquadratischer, auf eoncentrischen Kugeln liegender Raumeurven be- 
rührt *) (31., vgl. 25.). 

Die Sätze dieser Nummer erfahren Modifieationen, wenn & in die 
unendlich ferne Ebene und eine Fläche dritter Ordnung zerfällt. 


$4. 
Der Complex der Berührungskugeln und die Congruenz der Krümmungskugeln einer Cyklide. 

33. Weil durch eine Kugel z i. A. vier der confocalen Complexe 
/" gehen (28.), so wird das zu z orthogonale Gebüsch i. A. von vier der 
coneyklischen Complexe /' berührt. Die vier Berührungskugeln sind paar- 
weise conjugirt bezüglich der eoneykiischen Complexe und folglich normal 
22.); sie bilden mit 2 eine Gruppe von fünf normalen Kugeln. 

Wenn nun zwei dieser vier Berührungskugeln z und damit auch die 
zugehörigen beiden Uomplexe /' resp. /" zusammenfallen, so redueiren sich 
die beiden Kugeln, weil sie normal und bezüglich der /' eonjugirt sind, auf 
eine Punktkugel P der coneyklischen Gomplexe. Im Punkte P aber wird 
die Cyklide & aller 7" von der Kugel 7 berührt (3.); die beiden übrigen 
Kugeln z berühren in P zwei zu einander normale Krümmungslinien von 
$, weil sie von zZ in zwei die Uyklide tangirenden normalen Kreisen ge- 
schnitten werden (4.): zugleich wird 2 eine gemeinschaftliche Kugel von 
zwei unendlich nahe benachbarten eonfocalen CUomplexen 7". 

34. Fallen drei der vier Kugeln 2 in einem Punkte P zusammen, 
so oseulirt zZ in P die Oyklide $; denn z tangirt ? und eine ihrer Krüm- 
mungslinien in zwei conseeutiven Punkten, ist also eine Krümmungskugel 
von $. Zugleich oseulirt die vierte Kugel z in P dieselbe Krümmungs- 
linie (4.), 2 aber wird eine gemeinschaftliche Kugel von drei conseeutiven 
eonfocalen Complexen /". Vereinigen sich endlich alle vier Kugeln 2 in 
einem Punkte P, so oseulirt z die Uyklide & dreipunktig in P und ist 
vier eonsecutiven eonfocalen Complexen /” gemein. 

Die x’ Berührungskugeln der beliebigen Cyklide & bilden hiernach 


*) Diese der Cyklide eingeschriebenen Flächen zweiten Grades und ihre Berül- 
rungseurven finden sich sehon bei Darboux a. a. 0. S. 110. 
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einen die eonfocalen Complexe /" umhüllenden und von ihnen eingehüllten 
Kugelneomplex 4, welcher, wie wir unten (38.) beweisen, i. A. vom zwölften 
Grade ist. Derselbe wird auch von den speciellen Gebüschen umhüllt, 
deren Orthogonalkugeln sich auf die Punkte P von & redueiren: denn jedes 
dieser Gebüsche berührt ihn in den Kugeln z, welehe & in dem zugehörigen 


Punkte P tangiren, indem es zugleich die Complexe /" in je einer dieser 
x berührt (3.). 

35. Von den Berührungskugeln der Cyklide & enthält jeder der eon- 
focalen Complexe /" die biquadratische Congruenz, welehe er mit dem ihm 
unendlich nahe benachbarten Complexe /" gemein hat (33.), und zwar berührt 
er längs derselben den Complex 4 aller Berührungskugeln (34.). Die Cyklide 
$ wird in jedem ihrer Punkte von einer einzigen Kugel dieser Congruenz 
berührt. Ausserdem wird 4 von einem beliebigen der Complexe /" i. A. in 
einer Congruenz 16!°" Grades geschnitten: dieselbe besteht aus den Kugeln, 
welche die Uyklide in den Punkten der zugehörigen Krümmungslinie PP 
oder C° berühren (6a.). Die Normalen von $ in den Punkten einer Krüm- 
mungslinie C° achten Grades bilden folglich i. A. eine abwickelbare Fläche 
sechzehnter Ordnung. 

Von den Krümmungskugeln der Cyklide & enthält jeder der eonfo- 
calen Complexe /” u. A. die Schaar achten Grades, welehe er mit den 
beiden ihm zunächst benachbarten Complexen /” gemein hat (34.); und 


ruenz K’ 


zwar berührt er längs derselben die Cong aller Krümmungskugeln 
von $. Die Kugeln dieser Schaar osculiren $ in den Punkten der zum 
Complexe /"” gehörigen Krümmungslinie PP oder C°; doch oseuliren sie 
nicht zugleich diese C°, sondern je eine zu C” normale Krümmungslinie von 
$ (6a.). Von sechzehn Kugeln der Schaar wird die Cyklide dreipunktig 
oseulirt; diese sechzehn Kugeln sind in vier successiven Uomplexen 7 
enthalten. 

Da die Congruenz K* vom 24sten Grade ist (vgl. 39.), so hat sie mit 
dem Complexe /" i. A. noch eine Schaar 32°" Grades gemein. Die Kugeln 
dieser Schaar oseuliren & und zugleich die zu /" gehörige Krümmungs- 
linie C* von & (6a.). Ihre Mittelpunkte liegen auf der Rückkehreurve 
32ster Ordnung der vorhin erwähnten abwickelbaren Fläche. 

36. Die fünf quadratischen Congruenzen I” enthalten je eine biqua- 
dratische Schaar von Kugeln, welche die Cyklide & dreipunktig oseuliren; 
und zwar liegen deren Osculationspunkte auf je einer der fünf biquadra- 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft >. 29 
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tischen Krümmungslinien D* von & (9.), und ihre Mittelpunkte auf je einer 
Curve vierter Ordnung R*. Ein beliebiger der confocalen Complexe 7" 
enthält i. A. 40 Kugeln, welche die Cyklide & nebst ihrer zu /" gehörigen 
Krümmungslinie C°* achter Ordnung dreipunktig osculiren; von den 40 Os- 
eulationspunkten liegen acht auf jeder der fünf biquadratischen Krümmungs- 
linien D* (9.). 

37. Die Gleiehung der eonfocalen Complexe /" hat die Form: 

L= a,4+4a, 2 +64 +4aı+a, = 0; 

sie enthält einen willkürlichen Parameter 4 im vierten Grade (28.), und 
ihre Coeffieienten @,, @&, ... a, sind quadratische Functionen der Kugel- 
eoordinaten; insbesondere ist a,=0 die Gleichung des Punktkugelncom- 
plexes // (28.) und a, = 0 repräsentirt einen der eonceyklischen Complexe 
/'*). Die Gleichung des Complexes aller Kugeln, welche die Cyklide & 


berühren, ergiebt sich dureh Eliminirung von A aus den Gleichungen ZL = 0 
OL i > m ’ ’ 
und = 0 der Uongruenz successiver Complexe /". Sie hat die Form 


3 
I4=V0, wenn 4= S’—27T° die Diseriminante von L ist, und demgemäss: 
S = a,a,— 4a, a,+3a;, 
T = a,a,a,+ 2a, a,a,— a,a,— a, 4,— @) 
gesetzt wird. Bezüglich. der Kugeleoordinaten ist 47 vom zwölften Grade. 
38. Die Berührungskugeln einer beliebigen Cyklide bilden demnach 
einen Complex zwölften Grades, sodass ein Kugelnbüschel i. A. zwölf die 
Uvklide berührende Kugeln enthält. Besteht der Büschel aus Ebenen oder 
aber aus concentrischen Kugeln, so ergiebt sich: Die Cyklide ist i. A. von 
der zwölften Klasse; durch einen beliebigen Punkt gehen i. A. zwölf Nor- 
malen derselben *“). Durch die fünf quadratischen Congruenzen doppelt be- 
rührender Kugeln geht der Complex /= (0 zweimal. 


*) Die Krümmungslinien von ® werden demnach durch die Gleichungen: 
a=0, a =0 und 6a,4’+4ai-+a, = 0 
dargestellt; sie können, wie hieraus sofort folgt, mit einem beliebigen Punkte durch 
Cykliden verbunden werden, welche in einem Cyklidenbündel liegen und eine qua- 
dratische Mannigfaltigkeit bilden (vgl. dieses Journal Bd. 97 S. 259). Die Cykliden, 
welche die Kr ümmungslinien einer gegebenen Cyklide ® mit einem beliebigen Punkte ver- 
binden, schneiden sich also i. A. in 16 Punkten, sie werden in jedem dieser Punkte von 
den resp. Berührungsebenen einer Kegelfläche zweiter Ordnung tangirt, und dureh jeden 
anderen Punkt gehen zwei von ihnen. (Nachträglich am 19. Öetober 1885 hinzugefügt.) ) 


*#) Darboux a.a.0. 5.275 und 276. Diese Sätze gelten nieht mehr, wenn die 
Cyklide zerfällt, weil dann die unendlich ferne Ebene der Cyklide und zugleich dem 
Büschel angehört. 
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39. Die Congruenz aller Krümmungskugeln der Oyklide $ wird 
dargestellt durch die Gleichungen, welche durch Eliminirung von 4 aus 
öL 61 
L=V$, —() und —  —=() 

a4 Ol” 


oder auch aus: 

Ay +2ai + =0, aA+2a/i+ta,=0, aA+2a,ita, = (0 

sich ergeben. Eine ihrer Gleichungen ist demnach 

6 %& %|=0 oder T=0Q, 

Ü  @ 

a ad a, 
und weil auch /= S’—- 27T’ verschwinden muss, so ist S=0 die zweite 
Gleichung jener Congruenz. 

Die Krümmungskugeln der Cyklide bilden demnach eine Congruenz 
24>ten (Grades, in welcher zwei Complexe S=0 und T=0 vierten und sechsten 
(Grades sich durchdringen, und ein beliebiger Kugelnbündel enthält i. A. 
24 Krümmungskugeln. Durch zwei Punkte gehen also i. A. 24 Krümmungs- 
kugeln von $, und eine beliebige Kreislinie oder Gerade wird i. A. von 
24 Krümmungskugeln rechtwinklig geschnitten. Die Krümmungscentra der 
Uyklide liegen folglich i. A. auf einer Fläche 24° Ordnung *). Dieselbe 
besitzt u. A. fünf biquadratische Rückkehreurven A*, welche von dreipunktig 
oseulirenden Kugeln die Mittelpunkte enthalten (36.). 

40. Die Gleichungen der Schaar von Kugeln, welche die Cyklide 
$ dreipunktig osceuliren und in vier successiven confocalen Complexen 7" 
enthalten sind, ergeben sich durch Eliminirung von 4 aus den vier Glei- 
ehungen 


L=0, = 0, er =0, ee —(), 
# [A Ob 


oder auch aus: 
aA+a=V) alt=), ta =0V) aita,=V. 
Diese Schaar wird demnach dargestellt dureh die dreifache Gleichung: 
eng: =:G, 
und ist, wie nähere Untersuchung lehrt, vom 32er Grade, so dass i. A. 
52 Kugeln derselben in einem beliebigen Kugelngebüsche liegen oder ins- 


*) Darboux beweist diesen Satz a. a. 0. 8. 2099. 
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besondere durch einen gegebenen Punkt gehen. In den Oseulationspunkte: 
dieser dreipunktig osculirenden Kugeln schneiden sich je zwei successive 
Krümmungslinien der Cyklide &; der geometrische Ort dieser Punkte um- 
hüllt demnach alle Krümmungslinien von &, indem er dieselben in je sechzehn 
Punkten berührt: er zerfällt nach Darboux (a. a. ©. S. 145) in die sechzehn 
imaginären Geraden der Cyklide. Die Mittelpunkte dieser hyperoseulirenden 
Kugeln liegen i. A. auf einer Curve 32ster Ordnung, welche von der Krüm- 
mungsmittelpunktsfläche der Cyklide eine Rückkehreurve ist. 


Die Ergebnisse unserer Untersuchung lassen sich übertragen auf 
Complexe von Flächen zweiter Ordnung F’, die durch einen gegebenen 
Kegelschnitt 4° gehen, und auf Flächen vierter Ordnung, welche 4° doppelt 
enthalten. Zwei dieser F’ treten an die Stelle von zwei normalen Kugeln, 
wenn sie in einem und folglich in jedem ihrer ausserhalb 4° gelegenen 
Schnittpunkte von zwei in Bezug auf A’ conjugirten Ebenen berührt werden; 
die Kegelschnitte der F vertreten die Kreise, und der Complex aller durch 
" gehenden Kegelflächen und ihrer Doppelpunkte vertritt den Punktkugeln- 
complex IT. 


Strassburg i. E., den 5. Februar 1885. 















Sur trois problemes fondamentaux relatifs aux 


surfaces du. second degre. 
(Par M. H. Picquet ä Paris.) 

‘3 de ce Journal (p. 365), je 

me suis propose de r&esoudre lineairement les trois problemes suivants: 


1. Dans un artiele insere au tome 


1’. Construire par points la surface du second degre determinde par 
neuf points distinets. 

2‘. Construire par points la biquadratigue gauche qui passe par huit 
points distinets. 

3. ÜConstruire le huitieme point d’intersection de trois surfaces du 
second degr&e dont on connait les sept autres points communs. 

kelativement aux deux premiers, lillustre et regrett@e redaeteur, 
Borchardt, a fait pree&der mon travail de la note suivante: 

Les constructions pour resoudre les deur premiers problemes, donnees 
par Tauteur et designees par lui comme lineaires, ne sont point de celles aux- 
quelles ce nom convient dans le sens ordinaire. En effet ces deux problemes, 
poses comme le fait lauteur, n’admettent pas de construction lineaire, c’est-a- 
dire telle que les moyens mis en usage soient limites au plan et a la ligne 
droite. Le premier probleme est, comme on sait, susceptible dune construction 
lineaire, pourvu que sur une ligne droite assujettie ü la condition de passer 
par (un des neuf points donnes, mais quelconque d’ailleurs, Ton cherche le 
second point suwant lequel elle est coupee par la surface du second degre. 
Mais ce nest pas dans ce sens que le probleme est traite par lauteur *). 

En ce qui concerne la premiere question, je me propose ici de 
prouver que cette maniere de voir n’est pas exacte et que ma construction 
est lineaire, dans le sens ordinaire de ce mot, parce que c’est pr&cisement 
dans le sens indique & la fin de la note du r&daeteur que je me suis place. 

*) Dans son premier article (t. 73) M. Picquet n’a pas communique les moyens qu’il 
avait employ6s pour achever la construction signalde par lui ib. p. 367—373, et l’on ne 
pouvait guere entrevoir de premier abord par quel procede& elle s’effeetuerait lincaire- 


ment. Selon toute apparence c'est pour cette raison que Borchardt a conteste le ca- 
ractere lineaire de la construction en question. La Redaction. 
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J’essaierai ensuite de la simplifier, sans lui faire perdre son caractere 
lin&aire. 

2. Je reprends rapidement ma construction. 

Premiere partie. Soient 1.2.3.4.5.6.7.8.9 les neuf points donnes: 
je construis les trois plans 

‚=(1.2.3), P,=(4.5.6), P,= (7.8.9) 
et les trois droites 
A=(P.P,), B=(P;,P), C=(P..P.). 

J'appelle e,, ce, 6, et €, €, c, les points d’interseetion avee la droite 

C des eötes du triangle (1.2.3) et du triangle (4.5.6) | 
s=((0,2.3), =((0,3.])), 5=(C, 1.2), 
s,=((0,5.6), s=((0,6.4, &=((,4.5). 

Je considere dans le plan P, les deux droites (1.2) et (3.6,) et 
dans le plan P, les deux droites (4.5) et (6.6). Ües deux systemes se 
eoupent en deux points ce, et c,; de larte C et appartiennent alors A une 
surface du second degre passant par les points 1.2.3.4.5.6. J’appelle eo, 
et «, les points d’interseetion du couple (4.5)(6.c,) avec A, et P, P, ceux 
du couple (1.2)(3.6) avec B; la conique (7.«,.0,./,.9,) du plan P, appar- 
tient A une surface du second degre passant par les points 1.2.3.4.5.6.7. 

De m&me, les couples (2.3)(l.e,) et (5.6)(4.ec,) donnent sur A et 
B les points a,, a, et 9, P,; les couples (3.1)(2.e,) et (6.4)(d.c,) donnent 
sur les m&@mes droites les points @,, 0, et Ps, Ps; et les deux coniques 
(7.63.04. 3.Da), (1.05.%5.5./6) appartiennent respectivement A deux surfaces 
du second degre passant par les points 1.2.3.4.5.6.7. 

Toute cette premiere partie est incontestablement lineaire. 

Seconde partie. Les trois coniques precedemment determinees dans le 
plan P, 

= = (1.0,.0%.P,.P), As (1.0 (1.0.05) 
determinent un reseau lineaire (systeme lineaire & deux arbitraires) et la 
conique de ce reseau qui passe par les points 8 et 9 est la conique de la 
surface dans le plan P,. Pour construire cette conique, il faut, comme on 
sait, eonstruire les deux coniques 

c=8[2.2], G=B8[2.3;], 
et la conique 9[C,.C,] est la conique cherehee. Tout se reduit done a 
savoir si l’on peut construire lineairement la conique qui passe par un 
point P et par les quatre points communs & deux coniques determindes par 
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points. est ce que j’ai annonce dans lartiele rappel& plus haut (a la fin 


de la page 366) et c'est ce que je vais prouver. 

. On peut en effet construire lineairement la polaire d’un point quel- 
eonque par rapport a chaeune des deux coniques et par suite leur point 
de eoneours. Üette construction repetee determinera lineairement la conique 
cherehee: ear, si le point de eoncours des polaires du point donne P est 
0, la droite PQ est la tangente en P & la conique eherchee. Si «, est 
le point de concours des polaires d’un point e, de PQ, la droite Pa, est la 


I 


polaire de «, par rapport & cette conique; si 9, est le point de coneours 


des polaires d’un point 5, de Pea,, @,P, est la polaire de ,:; d’ouw Fon con- 
elut le second point dintersection de Pa, avec la conique et la tangente en 
ee point; ete. . .. Je erois inutile d’insister davantage: je ne diseonviens 
pas que la construction est longue, d’autant plus qu’apres avoir ainsi deter- 
mine par points les deux eoniques ©, et C,. il faut encore lappliquer a la 
determination de la conique 9 





C,.C,]|; mais elle est lineaire, et les mots 
qui viennent d’etre mis en italiques prouvent qu’en effet je me suis place 
preeisement dans le sens indiqu& A la fin de la note du redaeteur. 

J’avais ajoute, il est vrai, que les points d’intersecetion de la conique 
eonstruite dans le plan P, avec les droites A et B determinent respec- 
tivement deux points des coniques de la surface cherchee, dans les plans 
P, et P,; et qu'enfin un plan queleonque coupe ces: trois coniques en six 
points situes sur la courbe d’interseetion du plan et de la surface. Aucun 
de ces couples de points ne peut s’obtenir lineairement; mais il est clair 
quwil suffit d’avoir construit lineairement un point queleonque de la surface. 
tüt-ıl dans un plan passant par trois points dejä eonnus, pour que la solution 
soit completement lin£aire. 

3. Je veux & present simplifier la construction preeedente sans 
jwelle cesse d’etre lineaire: A cet effet, je m’appnierai sur les remarques 
suivantes. 

Toutes les surfaces du second degre qui passent par einq points 
definissent un systeme lindaire du quatri&me ordre (A quatre indetermindes 
que je designerai par 3,; elles sont done coupees par un plan P suivant 
un pareil systeme de coniques. Il suit de la que toutes ces eoniques sont 
assujetties A une m&me condition lineaire, laquelle eonsiste, comme on sait, 
a €tre harmoniquement eirconserites A une m&me conique C,; il est aise de 


eonstruire immediatement la conique C,. Parmi toutes les surfaces passant 
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par les points 1.2.3.4.5, il y a en effet une infinit€ de systemes de deux 
plans; Yun d’eux, qui sera par exemple le plan 1.2.3 et un plan quel- 
conque par 4.5, doit couper le plan ? suivant deux droites harmoniquement 
eireonserites (dans ce cas conjugudes) A la conique C,; et comme cela a 
lieu quel que soit le plan passant par 4.5, il suit de la que le point et la 
droite d’intersection du plan P avec la droite 4.5 et avec le plan 1.2.3 
sont pöle et polaire par rapport & la conique C,.. D’ot resulte une demon- 
stration tres simple de ce theoreme bien connu: Le systeme de cing points 



























dans Üespace donne lieu a dix plans joignant ces points trois a trois et a dix 
droites respeclivement opposees. Un plan quelconque coupe la figure suivant 
dix droites et die points correspondants qui sont pöle et polaire par rapport 
id une meme conique *). 
Uonstruisons cette eonique dans le plan P;; elle s’obtiendra comme 
il suit: quatre droites (123, 234, 341, 412) sont dans ce plan les traces 
des plans determines par les trois points eorrespondants pris dans les points 
1.2.3.4 et forment un quadrilatere complet dont les six sommets sont les 
traces des droites (1.2)(2.3)(3.1)(1.4)(2.4)(3.4). De m&@me, les points 
1.2.3.5 donnent lieu & un quadrilatere complet ayant en commun avee le 
premier le eöte 1.2.3 et sur ce cöte les sommets (1.2)(2.3)(3.1). Par 
suite, les triangles (1.4)(2.4)(3.4) et (1.5)(2.5)(3.5) dont les eötes con- 
eourent deux a deux sur la droite (1.2.5) et qui sont d’ailleurs les pro- 
jeetions sur un m@me plan d’un m&me triangle A laide de deux points de 
vue differents, sont homologiques. 1lls peuvent done, d’apres une condition bien 
eonnue, Etre r&eeiproquement conjugues A une m@me conique, eomme l’exige 
l’enonee preeedent: cette eonique est la conique ©. Si l’on complete la 
figure en construisant le centre d’homologie (4.5) des deux triangles, on obtient 
la trace sur P, du dixieme eöte du pentagone et les trois droites qui Joignent 
les sommets homologues sont les trois dernieres traces (1.4.5) (2.4.5) (3.4.5) 
des plans qui renferment trois des eing points: la conique C, est ainsi sur- 
abondamment determinee par des eonstruetions lineaires tr&s simples. 
*) Cette conique est la eourbe designde par M.P. Serret (Geometrie de direction, 
p. 57) sous le nom de conique conjuguee au pentagone gauche des einq points. On 
voit par ce qui preeede quiil y en a une dans tout plan de V’espace; j’ai demontre 
ailleurs (Bulletin de la Soc. math. de France, t. IV, p. 128) que le lieu de cette eonique, 
lorsque le plan tourne autour d’une droite fixe, est une surface du troisicme degr6; et 
que reeiproquement, A ehaque direetrice rectiligne d’une surface du troisieme degr@ 


non reglee, correspond pour cette surface un tel mode de generation, les eing points 
etant alors les eing points de contact des plans tangents mene&s par la droite ä la surface. 
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Toutes les econiques du plan P, qui sont harmoniquement eireonscrites 
4 C, appartiennent done & des quadriques passant par 1.2.3.4.5. Üelles 
d’entre elles qui passent en outre par les points 7.8.9 de P, appartiennent 
4 toutes les quadriques passant par tous les points donnes, excepte le 


point 6. ÜCes quadriques, ayant huit points communs, supposes non distinets, 
se coupent suivant une biquadratique gauche, qui a quatre points dans le 
plan P,, savoir les points 7.8.9 et un nouveau point 10, commun aussi 
par consequent & toutes les coniques considerces. Üe dernier resultat Ctait 
vident d’ailleurs, puisque ces coniques satisfont A quatre conditions lindaires 
et appartiennent par suite a un m&me faisceau lineaire; mais on voit par la 
que la construction de leur quatrieme point commun aura r&solu, tout d’abord. 
le second des trois problemes que je me suis proposes. 

J’ai indiqu& dans ma Geometrie analytique (p. 518) que le quatrieme 
point commun & ces coniques est le centre d’homologie du triangle 7.8.9 et 
de son triangle polaire par rapport & C,. Pour determiner ainsi le point 10 
on fera avantageusement usage du theoreme de Hesse, d’apres lequel lorsque 
deux couples de cötes opposes d’un quadrilatere sont conjugues par rapport 
a une conique, il en est de meme du troisieme couple. La conique Ü, £tant 
determinee, comme on l’a vu plus haut, par deux triangles r&ciproquement 
conjugues «aPy, «'p'y', on obtiendra alors la polaire du point 7 de la facon 
suivante. Joignant 7« jusqu’au point d’intersecetion a’ avec y et Ta jus- 
qwau point d’intersection a avec P'y', les eouples aa et a’« sont lun et 
Yautre conjugues a C,, done le point de rencontre 7’ de aa’ et de ««' est con- 
jugue de 7. En permutant les sommets des triangles polaires «y, «'P'y on 
aura de m&me un second point 7" eonjugue de 7, et par suite la polaire 7'7" du 
point 7. On aurait de m&me les polaires de 8 et de 9 par rapport A C,, et par 
suite Je centre d’homologie 10 du triangle 7.8.9 et de son triangle polaire. 

Cette solution tres simple a l’avantage de se r&eduire immediatement 
a un probleme plan qui n’offre lui-m&me aucune diffieulte. 

4. Je ne me suis pas servi jusqu’ä present du point 6. Si l’on 
remplace, dans la determination de la conique C,, Yun des eing premiers 
points par le point 6, on obtiendra dans le plan P, une nouvelle eonique 
C, a Yaide de laquelle on eonstruira dans ce plan un nouveau point 11 de 
la eonique suivant laquelle la surface cherchee coupe ce plan. Üette co- 
nique est alors determinde par les eing points 7.8.9.10.11, et nous avons 
ainsi resolu les deux premiers probl&mes. 
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9. En ce qui concerne la recherche du huitieme point commun a toutes 
les quadriques qui passent par sept points donnes, le redacteur a fait observer 
que ma solution repose comme celle de Hesse sur la construction par points, 
due a cet auteur, de la eubique gauche determinee par six points. Sans 
vouloir traiter iei la question discutable de savoir quelle peut &tre l’analogie 
qui resulte de cette communaute d’origine, je vais donner une solution de 
ce probleme basee sur d’autres considerations *). 

Soient 1.2.3.4.5.6.7 les sept points donnes; soit P un plan quel- 
conque passant par la droite 6.7: ce plan coupe toutes les quadriques 
passant par les sept points suivant toutes les coniques d’un reseau lineaire, 
reseau partieulier puisqu’elles ont deux points communs 6 et 7, la troisieme 
eondition & laquelle elles sont assujetties &tant d’ailleurs, comme on Va vu 
plus haut, d’&tre harmoniquement eirconscrites & la conique C, conjuguce au 
pentagone gauche 1.2.3.4.5 et situde dans le plan ?P. Si l’on determine 
le plan P, variable autour de la droite 6.7, de telle sorte que toutes les 
eoniques du reseau correspondant aient un troisieme point commun, ce point 
sera evidemment le point cherche. Or on sait que lorsque toutes les co- 
niques d’un reseau lineaire (ponetuel) ont trois points communs, toutes les 
conigques du reseau tangentiel contravariant sont conjugudes A ce triangle. 
Mais la eonique C fait partie de ce reseau puisque toutes les coniques du 
premier lui sont harmoniquement eirconserites; il faudra done, en definitive, 
determiner le plan P de telle sorte que la conique Ü soil conjuguce aux points 
6b et «, et alors le point & cherche sera le pöle de la droite 6.1 par rapporl 
a la conique Ü. 

Afın d’effectuer cette determination, nous remarquerons deux choses: 

1’. Le lieu de la conique C est une surface du troisieme degre 
passant par la droite 6.7, et tangente & chacun des plans passant par cette 
droite et l’un des points 1.2.3.4.5 respectivement en ce dernier point **). 


*) Quelque temps apres que ces lignes ont et& &erites, a paru dans le cahier 
pr&eeödent de ce volume (p. 128) une note tres interessante, due A M. F. Caspary, re- 
solvant la m&eme question sans l’emploi de la eubique gauche, et rappelant qu’outre 
la solution de Hesse et la premiere que jai donnee, toutes celles qui sont connues 
Jusqu’äa ce jour (v. Staudt, H. Müller, Sturm, P. Serret, Reye, Schröter et Zeuthen) ont 
reeours A cette courbe ou a un hyperboloide. Je ne cerois pas me tromper en disant 
que la solution que je presente aujourd’hui n’a pas d’autre analogie avec celle de 
M. Caspary que celle de ne pas les employer, et d’etre par eonsequent, comme elle, 
relativement simple. Le 9 novembre 1885. 
=*) Voir loco citato (Bull. de la Soc. math. de France, t. IV, p. 128). 

















Picquet, trois problemes relatifs aux surfaces du second degre. 231 


Par suite, en vertu d’une propriet@ bien connue des surfaces du troisieme 
degre, toutes les coniques C determinent sur la droite 6.7 des couples de 
points en involution. 


2. A chaque couple de l’involution correspond un seul plan P, qui 
est le plan tangent, unique, aA la surface du troisicme degre en chaque 
point du couple; et r&eiproquement, ä chaque plan P correspond un seul 
couple, determine par la conique C de ce plan. Il suit de la que le rap- 
port anharmonique de quatre plans P est le m@äme que celui des quatre 
couples correspondants. Or on trouve immediatement le eouple eorrespon- 
dant a !’un des plans passant par 6.7 et l’un des eing premiers points. La 
conique € situee dans le plan 5.6.7, par exemple, est en effet le couple 
de droites mendes par le point 5 et conjugudes A la fois aux couples de 
droites qui joignent ce point aux couples de sommets opposes du quadrilatere 
complet resultant de lintersection du plan avec le tetra&dre 1.2.3.4. Üeei 
resulte de la eonsideration des deux triangles, ayant dans ce cas partieulier 
le point 5 pour sommet ecommun, et qui doivent &tre r&eiproquement con- 
jugues par rapport a la conique ©. Par eonsdquent, enfin, le probleme se 
trouve ramene A un probl&me plan qui est le suivant. 

Etant donnes trois couples d'une involution, determines chacun comme 
etant conjugues a deux couples donnes, trouver le rapport anharmonique de 
ces trois couples et du couple de Tinvolution qui est conjugue a un couple donne. 

Lorsque ce probleme sera resolu, il suffira de mener par la droite 
6.7 un plan faisant avee les trois plans correspondants (9.6.7) (4.6.7) (3.6.7). 
par exemple, le rapport anharmonique donne:; et dans ce plan, le point 8 
sera le pöle de la droite 6.7 par rapport a la eonique C, point que nous 
savons eonstruire lin&airement. 

Or la solution du probleme plan est des plus simples; le rapport 
anharmonique de quatre couples d’une involution lineaire est, en effet, eelui 
des conjugues harmoniques d’un m&me point queleonque de la droite par 
rapport & ces quatre couples. Si done l’on choisit le point 6, son con- 
jugu& par rapport a l’un des trois premiers couples se determine lineaire- 
ment *), et son conjugue par rapport au quatrieme est eonnu, c'est le 
point 7. 


La eonstruetion est done definitivement la suivante: 


*) Geometrie analytique, p. 362. 











Picquet, trois problemes relatifs aux surfaces du second degre. 


1. Dans le plan 5.6.7, on joindra le point 5 A deux des trois couples 
de sommets opposes du quadrilatere complet resultant de l’intersection de 
ce plan avec le tetra&dre 1.2.3.4. On aura ainsi sur la droite 6.7 deux 
eouples de points a, a’ et b, b’: par le point 6, on menera une droite quel- 
eonque qui coupera le couple (d.a,d.a) aux points e et ce’; on joindra be 
qui coupera da’ end, et b’e’ qui coupera da en d’; la droite dd’ determinera 
sur 6.7 le point «, eonjugue de 6 par rapport au couple conjugue commun 
a aa et bb‘. 

2". Les m&mes eonstruetions dans les plans 4.6.7 et 3.6.7 determine- 
vont les points 5 et y, respectivement conjugues de 6 par rapport & chacun 
des couples de droites formant la conique C dans chacun de ces plans. 

3”. On menera par 6.7 un plan formant avec les trois precedents un 
rapport anharmonique &gal & celui des quatre points 7.a.P.y. 

4”. Dans ce plan, le point 8 cherche sera le pöle de la droite 6.7 
par rapport & la conique dont deux triangles polaires sont les traces sur 
le plan des trois droites (1.4) (2.4) (3.4) d’une part, (1.5)(2.5)(3.9) d’autre 
part. On emploiera A cet effet la construetion correlative de celle qui a ete 
indiquee plus haut pour determiner la polaire d’un point donne par rappor! 
a cette conique. 


Bagneres de Luchon, le 4 Septembre 1885. 





Bemerkung zu dem Aufsatze von Herrn Franke in 
Dessau: „Ueber gewisse Linien im Dreiecke“, dieses 
Journal Bd. 99, S. 161. 


(Von Herrn H. Schroeter in Breslau.) 


Her: Franke hat a. a. O0. einige Sätze über das ebene Dreieck durch 
analytische Rechnung bewiesen, welche bereits vor längerer Zeit nebst vielen 
andern dazu gehörigen Beziehungen in dem Aufsatz: „Erweiterung einiger 
bekannten Eigenschaften des ebenen Dreiecks“ (dieses Journal Bd. 68, S. 219 ff., 
von mir ausgesprochen und auf synthetischem Wege nachgewiesen worden sind. 

Diese Sätze sind nämlich nur besondere Fälle eines allgemeineren 
Satzes, welcher in den in meinem früheren Aufsatze angestellten Betrach- 
tungen enthalten ist, der aber auch in einfachster Weise unmittelbar ein- 
gesehen werden kann. Dieser Satz lautet: 

„Wenn man in der Ebene eines Dreiechs UBE zwei beliebige Punkte 
T und %, annimmt und die Durchschnittspunkte bestimmt: 

AB, BE) =a, (AB, BE) = a,, 
(BB, EA) =b, (BE, CW = b,, 
(EB, AB) =c, (EP,AD) = 0, 
so liegen sowohl die fünf Punkte: 
V, B, (be, ch), (ca,acı), (ab, ba,) 
auf einer und derselben Geraden, als auch je vier Punkte: 
A, (be, ch), Cab,a,b,), (ac, a,c,), 
B, (ca, ac), (be, bic,), (ba, b,a,), 
6, (ab,, ba,), (ea, ca,), (eb, c,b,) 


auf einer Geraden und die sechs Punkte a, b, c, a,, D,, c, auf einem Kegel- 
schnitt.“ 
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Der erste "Theil des Satzes geht aus der Bemerkung hervor, dass 
dem Linienpaare |UAB|, |UC| das Pascalsche Sechseck bBb, cE&e.. 


E i BE, |BA| - - - Ce, adla,, 
a ‚ EA, |EB| - - - alla, bBb, 


einbeschrieben ist. 
Der zweite Theil des Satzes folgt daraus, dass jedes der beiden 
Strahlbüschel 
abe AUG), 
a,b, AD) 
ein harmonisches Büschel ist, folglich die beiden Büschel projectiv sind 
und perspectiv liegen: auf ihrem perspeetiven Durchschnitt liegt auch der 
vierte Punkt 
(be, cb,), 
wie aus dem Pascalschen Sechseck 
abc,a,b,c 
hervorgeht, und dass diese sechs Punkte in der That auf einem Kegelschnitt 
liegen, also ein Pascalsches Sechseck bilden, kann so erwiesen werden: 
Für sämmtliche Kegelschnitte, welche durch die vier Punkte W, B, &, P 
gehen, ist bekanntlich das Diagonaldreieck abe ein Polardreieck; für sämmt- 
liche Kegelschnitte, welche durch 4, B, &, %, gehen, ist in gleicher Weise 
a,b,c, ein Polardreieck; für den einzigen Kegelschnitt, welcher durch die 
fünf Punkte U, 3, &, B, DB, geht, müssen also sowohl abe als auch a,b;c, 
Polardreiecke sein, und da die sechs Ecken zweier Polardreiecke für den- 
selben Kegelschnitt bekanntlich selbst auf einem Kegelschnitt liegen, so 
folgt die obige Behauptung. 
Wenn man insbesondere für B= & den Schwerpunkt des Dreiecks 
ABE und für B, = H den Höhendurchsechnittspunkt wählt, so erhält man 
die ersten Sätze von Herrn Franke, da der Mittelpunkt M des umschriebenen 
Kreises bekanntlich mit S und 9 auf derselben Geraden liegt. Wenn man 
andererseits für B = © den Schwerpunkt des Dreiecks ABE und für PB, = U 
den Schnittpunkt der drei Strahlen wählt, welche von den Eeken des Drei- 
ecks nach den Berührungspunkten der gegenüberliegenden Seiten mit den 
angeschriebenen Berührungskreisen gehen, so erhält man die letzten Sätze 
des Herrn Franke, da bekanntlich die Punkte S und OÖ mit dem Mittel- 
punkte ‘3 des inneren Berührungskreises auf derselben Geraden liegen. Die 
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letztere in elementarer Weise leicht zu beweisende Behauptung ist von 
Ilerrn Nagel in Ulm ausgesprochen worden, wie sich in den Nowvelles 
Annales de mathematiques (1860) p. Terquem et Gerono, tome XIX p. 354 
angegeben findet. 


Uebrigens bemerke ich, dass der erste besondere Fall des allgemeinen 


Satzes und einige weitere hinzutretende Eigenschaften auch in meiner Bear- 
beitung von Jacob Steiners Vorlesungen über synthetische Geometrie, "Th. II: 
Die Theorie der Kegelschnitte, gestützt auf projeetivische Eigenschaften, 
2. Aufl. 1876, 5. 84 u. 85 unter: „Aufgaben und Sätze“ angeführt sind. 


Breslau, den 26. October 1885. 




















Ueber die partiellen Differentialgleichungen zwischen 
den Ableitungen der hyperelliptischen Thetafunc- 
tionen nach den Parametern und nach den 


Argumenten. 
(Von Herrn Ed. Wiltheiss in Halle a. S.) 


Diserentiirt man die elliptischen T'hetafunetionen einerseits nach 
dem Parameter, bez. den Parametern, und bildet man andererseits die beiden 
ersten Ableitungen nach dem Argument, so besteht bekanntlich zwischen 
diesen drei Ableitungen und der Thetafunetion selbst eine lineare homogene 
Differentialgleichung, die übrigens je nach den verschiedenen Formen der 
Thhetafunetion, die man zu Grunde legt, und je nach der Wahl der Grössen, 
welche man als die Parameter betrachtet, nach denen differentiirt wird, 
unter sehr verschiedenen Gestalten erscheint. So ist, wenn man die Jacobische 
T'hetafunetion nimmt und nach q differentürt, 
39) , 89) 


I oq En; or 


Bu () (für}=0, 1, 2,3) 
die betreffende Differentialgleichung. Legt man dagegen die von Herrn 
Weierstrass für die ungerade 'T’'hetafunetion eingeführte Form 0x zu Grunde 
und wählt die Invarianten 9, und g, als die Parameter, so wird die Diffe- 
rentialgleichung: 


Oou ,.5» 00u & ou 
12, —— +39 —— = nu ou+ —— 
I 09, +59 09, 1292 uar:”, 


In dieser Form hat die Differentialgleichung mehrfach Anwendung ge- 
funden: so zur Bestimmung der Üoeffiecienten in der Entwiekelung von ou 
nach Potenzen von a (vgl. Sitzungsberichte der Berliner Akademie 1882, 
l, 5. 443); ferner zur Aufstellung des Multiplicationstheorems der Function 
ou (siehe dieses Journal, Bd. 81, S. 301ff.).. Diese Form der Differential- 
gleichung zeichnet sich ausserdem dadurch aus, dass man sie unmittelbar 
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d 


aus der Differentialgleichung für gu = —  ‚lgou ableiten kann, ohne sonst 
ur‘ 


d 
etwas Weiteres aus der T'heorie der elliptischen Funetionen als bekannt vor- 
auszusetzen. 

Im Folgenden will ich nun die entsprechenden partiellen Differential- 
oleichungen für die hyperelliptischen Thetafunetionen entwickeln, und zwar 
für die Thhetafunetionen in der von Herrn Weierstrass eingeführten Form: 

BE Bach, u,);- 


Als die Parameter, nach welchen differentiirt wird. sollen, wenn YR(x). wo 


(1.) Ma)= 2 Az = Mlzs-a), Auıml, 
0) 


en 
die in den hyperelliptischen Differentialgleichungen vorkommende Irratio- 
nalität ist, die Grössen @, @, ... @, dienen. Dabei werde ich, wenigstens 
für die Fundamental-Thetafunction, aus der 'T'heorie der hyperelliptischen 
Funetionen nur die hyperelliptischen Differentialgleichungen und die darauf 
beruhende Darstellung der Integrale dritter Gattung durch die T'hetafunetionen, 
und ausserdem nichts, auch keine weiteren Eigenschaften der "T’hetafune- 
tionen voraussetzen. 

Die Differentialgleichungen, zu denen ich kommen werde. sind eine 
andere Form der von Riemann aufgestellten Gleichungen: 


4 Kl er 03 2 04 0’u 
Ol uu ovu Olyuu ov,„Ov 
Riemann, Gesammelte Abhandlungen, 8. 131... In einer noch anderen 


Form finden sich diese Differentialgleichungen bei Forsyth (Transactions 
of the Royal Society, t. 185, III). Aber bei beiden wurden zur Aufstellung 
der Differentialgleichungen die Entwickelungen der Thhetafunetionen benutzt. 


s1. 

Da diese von Herrn Weierstrass eingeführten '"T'hetafunctionen und 
ihre Beziehung zu den hyperelliptischen Integralen nieht so allgemein be- 
kannt sind, als ich es im Folgenden nothwendig habe, so will ich in diesem 
Abschnitt näher auf diesen Gegenstand eingehen. 

Zu einem bezüglich dieser 'T'hetafunetionen zusammengehörigen System 
von Normalintegralen erster und zweiter Gattung kommt man dadurch, dass 
man 20 linear unabhängige Functionen von x, und zwar o vom (o—L)ten 
und die andern o vom (2e—1)!en Grade, bildet: 
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H (€). e- = Car et 2 


9 


. u (@a=1,2,...0) 
Ba, =, ' 


uu 
u 


(wo die Summation bezüglich 4 von 1 bis e, bezüglich « von 1 bis 20 
auszuführen ist), und dann die Coefficienten e,,, e,, dadurch von einander 
abhängig macht, dass mai die Funetionen @ und H der Bedingung unter- 
wirft, die Gleichung 

I y HM) GE) A (tr A\_ „Aa 6a. _d/(y+y AN 

se Tu 2y' de \2—x' 2y Ei 2y de \2’—x 2y' 

identisch zu erfüllen. Dabei bedeutet y, bez. y' einen, aber wo dieser 
Buchstabe vorkommt, immer den gleichen der beiden Werthe von YR(z), 
bez. YR(&’); und die Summation über « ist hier, wie überall im Folgenden, 
wo über «@ oder /, y, d zu summiren ist, von 1 bis e auszuführen. Trotz 
dieser Beschränkung bleiben die 20 Functionen linear unabhängig, aber von 
den 30° Coeffieienten werden 4o(30—1) Functionen der übrigen und zwar so, 
dass man die e,, willkürlich wählen kann, während alsdann die e,,;; und 
ein Theil der e,; bestimmt sind. Insbesondere kann man die e,;= (0, wenn 
ep, und die e,.=1 setzen; man erhält dadurch ein specielles System, 


das weiter unten öfters gebraucht werden wird: 


2o— 2a 


4 Wa BEN za /, w.. x ; a+i ” B-1 
(2) Me eat >= P QA+1) Az + Eyusa”", 
— r 


(vgl. (1.) in der Einleitung), wobei 7.3 = 7z. sein muss. Zu dem zusammen- 
gehörigen System der Normalintegrale erster und zweiter Gattung kommt 


: u . ., de TREO 
man nun, indem man die Funetionen H(x), und G@(z), mit 2, multiplieirt 
und alsdann diese Ausdrücke integrirt: es bilden 

Fe | 
/He), 2y G=1,2,...0 


(las System der Normalintegrale erster Gattung, und 


/ (r (€). 5 (@e=1,2%,...0) 
dasjenige der Normalintegrale zweiter Gattung. 
Das Normalintegral dritter Gattung endlich wird vermittelst der schon 
in der Gleichung (1.) auftretenden Function 
3 
tr, = Hey, 29) 


eebildet: es ist dasselbe 


fu@'Yy' zy)di. 
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Wenn man nun o Variabeln «,. #.. ... », durch die o Gleichungen 
ON N 

Br ei / "Hr > (a=1,2,...0), 
P* i “Yy 


2p—1 
wobei aber zu jedem der x, ein bestimmter Werth y;= YR(z,) gehören 
« t JP } ! 


soll, von den Grössen z, 2, ... x, abhängige macht, so kann man die 
Integrale zweiter und dritter Gattung durch diese x, %, ... a, ausdrücken, 
und zwar mit Hülfe einer einzigen Function, der Fundamental-T'hetafunetion: 


It. ta... u,) Es ist, wenn man einfach 9(u,), oder auch nur O(wa) anstatt 


(u, 9. ...u,) schreibt. 

7. or r (J IN u In.) a 
(4.) > / H«xy, ay)de = |\& - + 3u,/ G( 
P e « 


d.r 
\ > Ku)Iu,) 2y 


1; 
2y 


“25 1 


wobei 
u fe A dr 
bb) ©. =/ Ha), 


und in 4 G(x), 5 die Integrationsconstante so zu bestimmen ist, dass das 
Integral zugleich mit y = VR(z”) sein Vorzeichen ändert. — Dies bis hier- 
her Mitgetheilte genügt, wie man sehen wird, zur Aufstellung der betreffen- 
den Differentialgleichung für die Fundamental-Thetafunetion. 

Die Fundamental-T'hetafunetion kann man in eine o-tach unendliche 
Reihe von Exponentialgrössen entwickeln, bei denen die Exponenten homo- 
gene Funetionen zweiten Grades der Argumente #, %, ... #, und der 
Summationsbuchstaben sind. Die Constanten in diesen Exponenten bestimmt 
man in folgender Weise: Man nehme die Bezeichnung der Wurzeln von 
R(x) mit a, a, ... a,, so vor, dass bei je zwei der Wurzeln, a, und a,, 
der Index 2 grösser sein soll als der Index 4, wenn der reale Theil von 
a, grösser ist als derjenige von a,, oder bei gleichen realen T'heilen, wenn 
der dureh ö=Y-1 dividirte imaginäre Theil von a, grösser ist als der 
durch ö dividirte imaginäre Theil von a,. >Sodann verstehe man unter 
(VYR(x)) denjenigen der beiden Wurzelwerthe von YR(z), welcher sich aus 
der Gleichung 


(1 R € ) m "r-a, 


ergiebt, wenn man auf der rechten Seite das Vorzeichen jedes einzelnen 
Factors Yc—a, so nimmt, dass derselbe in seinem realen Theile positin 
oder, wenn dieser Null ist, in seinem durch © dividirten imaginären Theile 
positiv ist. Hierauf setze man 
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“28 dx fl (ayyyı dx 
/ H(x = W_,. > / H(x — m" 
ET 70) a. NETT 70 Ye 
Pe 2A ’ 
DR dx P-1 Fayyı dr 
I "Gle) Ä nn. y / j G(2), — u 
2 KEIM. la 5» — Ju 2 3 laß» 
AEE 2(VY R(x)) AR 2(VR(x)) 


tür @e, 9=1, 2, .... 0, wo die Integration bei jedem einzelnen Integral auf 
direetem Wege zwischen den beiden Grenzen auszuführen ist, bilde die 
Determinante 


° Bi 5 WM 


lo 
= 


0);,,, Vs. . . . 0), 


0 1. U >. D . 6} d) 


(= 00 
> » 


und bezeichne darin die Adjunete von &,,; mit (w),,. Setzt man nun 


1 
y f N , >. { 
In = May \W)3, LE Pe / u). 
n apy 
ui mi 
/ . y f \ P P ae N 
w = (W);. ) a Us + W _ Va \W),s? a I B ir ! (u) ) /» 
a 4 u ıy 
so ıst 
(6.) PT wat A 
(v) 


wenn man die Summation bezüglich v,, v;, ... v, je über alle ganzen 


Zahlen von — bis +e ausführt, die Fundamental-Thetafunction. 
Die Grössen w,,, @ 
r 


! 


«35 Map» Map Sind nicht unabhängig von einander, 
sondern durch gewisse Gleichungen verbunden, die man durch Integration 
der Gleiehung (1.) erhält; dieselben kann man, wenn man 


RE ae une a 
o=ä&3 (Ppzw.at+4Q5We3), Na < (Prnaet 9; N«B); 
ı r’ 


g x / ' f ! ! \ ae y ! | ! N 
N, vr PR Vu ei VE WV R)s N * Bean rg (p; aß .;t ’E Nap) 
P u 


setzt, wo die ps, 95, Pr, g; ganze Zahlen sind, in die einzige Gleichung 
zusammenfassen : 

/ u ' ' mi 
& (W,Ne ee U, N N _ a (GP. Fr G«Pa) 


> 
u “4 ul 


Lässt man bei der Fundamental -Thetafunetion den allen Gliedern 


der Summe gemeinsamen Factor e”") weg, setzt 


mi . 
U 5W,%;, 


so ist das, was man erhält, die von Riemann (Gesammelte Werke, S. 121, 
mit 90,0%. ...©,) bezeichnete Thetafunction. 
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Ausser dieser Fundamental-Thetafunetion existiren noch 2° —1 der- 
artige T'hetafunetionen. Dieselben kann man in ähnlicher Weise wie die 
Fundamental-T'hetafunetion definiren, indem man nur in den Gleichungen 
(3) und (4.) die unteren Grenzen der Integrale ganz oder zum Theil durch 
andere der a, und durch den Werth & ersetzt. Man kann sie aber auch 
direet aus der Fundamental-Thetafunetion ableiten: es ist. vorausgesetzt. 
dass nicht alle p,;, q; gerade Zahlen sind, 

‚N mu ı 


f 
] 
2 Nn.(u 1 5) Pa: | I) 


(7) Ola), = WOlu+w,)e " 


eine der übrigen T'hetafunetionen. Dabei ist P eine ganze Zahl. deren 
Werth von den p;, q,; abhängt. 

Alle diese Thetafunetionen, insbesondere auch die Fundamental- 
T'hetafunetion, haben die gemeinschaftliche Eigenschaft, dass 


2 12n, U-+@.)— Pa q. a! 
(8) Olu,+2w,),;, = EI(u);e* 
wo & das den Werth +1 oder —1 hat. von dem Index 2 und den Zahlen 


74, Y; in w, abhängig ist; für die Fundamental-T'hetafunction ist & immer 
eleich +1. 

Das bisher in diesem Paragraphen Mitgetheilte ist das, was ich als 
bekannt annehmen muss für meine eigenen Entwickelungen, zu denen ich 
jetzt übergehe. 


82. 

Ehe ich mich zur Aufstellung der fraglichen Differentialgleichung 
selbst wende, muss ich vorher noch einige Hülfsgleiehungen entwickeln, 
was in diesem und dem nächsten Paragraphen geschehen soll. Und zwar 
will ich in diesem Paragraphen Formeln für die Ableitungen der Integrale 
erster und zweiter Gattung 


= (a), 2 G(2 
/ 2) dz, / de de 


’ ı) 





« -U « MM 
i ? 
nach einer der Wurzeln a, von R(xz)=0 bilden. Ks ist 
oO H(x), ' Me). © Hy | | 
z - X 
ca, 2y L2(2-a) ca * “I2y 
fr H(x).— H(a;), Oo Y | | H(a;), f 
‚ \ Er I). ‘ 1 o3/ 
1 2(2—u;) OO * 2y 2(z—a;,) 2y 
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Der in der Klammer stehende Ausdruck ist eine ganze Function von x 
von höchstens dem (e—1)!e" Grade, und kann demgemäss als lineare Function 
der H(z), dargestellt werden. Setzt man daher 


H(z).—H(a). , 





( 3 ? = Y " “Mr 
6% Ko + 3a Hz), Zh,H@);; 
wo die h,,s Constanten bedeuten, so ist 
o H(x). H(x); H(a,), 41 
) — y > 3 En - ° 
2) oa; 2y re 2y | 2(2—a,) 2y 


Um nun noch das zweite Glied der rechten Seite umzuwandeln, multiplicire 
ich die Gleichung (1.) in $ 1 mit 2y' und lasse alsdann in derselben, nach- 
dem ich die Differentiation E ( hy . ) ausgeführt habe, x mit a, zu- 

dz' \2—r' 2y “ | 
sammenfallen. Ich erhalte, wenn ich die Ableitung von R(xz) mit Rx) 
bezeichne: 


2. ER. Y eg H(z); G(@); 
(z-a)2y a tea) 2y Ha), 2y ) 


Dadurch geht die Gleichung (2.) über in 


8 Ha) _ 5, Ha) 


cd, 2y " lö 2y 
. H(a;) \x(G(a) Ha) ah. G(x); Ss d Y ) 
2RC(a,) '7 SE vr mg T Ba ) 


Hieraus folgt unmittelbar, wenn die untere Grenze a, von a, verschieden ist: 





ö /= H(x), = H(&); 
E ee 5 > - . 3 
re / 2, da = has / 2, dx | 
9) H(a,) | = Hl | G(#) 
wa 75 "H(x); "= G(r); \ yı 
} % { . 2 - fi — ( ) > - « Ei 2 
Ra) = \ G a); / 2, da HCa,);/ 2, da ) rg 


!. 
Ist aber die untere Grenze a, mit a, identisch, so bleibt dieser Ausdruck 
wohl riehtig; aber um dies zu zeigen, bedarf es noch einer weiteren Ent- 
wiekelung. Zu dem Zwecke bezeichne ich mit a eine Grösse, die wenig 
von a, verschieden ist und theile das zu bestimmende Integral in zwei 
Integrale: 


, =: H(x), © 'aH(z®), Er “H(r), 
4, / Id u = - / R dc -— / = dr. 
od;« 2y ca; « 2y oa;« 2y 


Das zweite Integral ist alsdann 
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6) 





K H(x), °r H(x)s 
y ie 
j 2y dır 7 hunf 2y da 
(D.) ’ | 
Bi H(a;). | sl N/aN y; Ha); "G(2); y ' 
r 2R'(a,) = (6a); / 2, dz — Ha);/ 2, de)- 4 
wo b der Werth von y ist, der 2=.a entspricht. In dem ersten 


mache ich die Substitution 


0) 


0 
ne 5 


y=tll+PPCO)) 
P. (a), Pla 


unteren Grenze z = a, entspricht t = 0, 


wo Bf), wie weiter unten ®,(b). 


und a bedeuten. Der 


a 


Integral 


Potenzreihen von Ef. 


und der 


h ! 
a;‘' 


ı 


bez. b 


oberen 


Grenze e=a ein Werth £=t,, der durch 
Ba: b=t (144%) oder u = b(1+b’B, (b°)) 
+6 a;) ' ( Ph) l \ s B: ‚)) 
bestimmt ist; aus der letzteren Gleichung folgt insbesondere 
ot, —b 
= +bE, (a 
ca; 2(u—a;) + 
Durch diese Substitution wird 
oO “H(x), H(a;), 
/ ( da A x cd +... )dt, 
od,;« U / 
und hieraus ergiebt sich 
ö j“H(@) H(a h 
(6 x ya / ; ER dr \ ! } N / \ Li 
).) Ä \ da Sr 25, (a 
iu, 30, 2y 2k(a,) a Ho; 
Setzt man nun die Ausdrücke (5.) und für die Integrale in (4.) ein. 
und lässt alsdann a mit a, zusammenfallen, also b=(0 werden. so erhält 
man genau die Gleichung (3.). Diese ist also richtig, mag a, von a, ver- 
schieden sein oder nicht. 
Bezüglich der Integrale zweiter Gattung findet man durch die gleiche 
jetrachtung zuerst, dass 
En o G(x). G(a;), | nn H(x » Gl) 
(4) \ | >) \ [#7 < (9 > u; hr. a } 
ca, y 2(7—a,) ?2y 2y 2y  / 
und hieraus sodann 
oO /*"6G(z) = H(x); ‚, (7 6(e); 
s dz = &( ö - de — h; dx) 
3a 2y 3 9.) 2y 3/ 2y dr) 
(8.) / ni / 
G(a,)a | j"H@):  G(2)s u\ 
(1 ( de — H(a,) —-de)— — 
2R'(a,) (6 2 b / 2 | z—a; 
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wobei a, mit a, identisch, oder von a, verschieden sein kann. Die Con- 
stanten g,; und h,. sind Zieh bestimmt, dass 


(G & G I ! Y 
ee 1 2 -6@), = El Hd hulla))) 
u Sal l pP 


oa; 

Die thatsächliche Bestimmung der 9.; und h,, erfordert, wenn man für 
die Functionen G(r), und H(z). nicht speeielle Formen annimmt, zu um- 
fangreiche Reehnungen, um sie hier wiederzugeben. Ich will mich daher 
darauf beschränken, die Beziehungen zwischen diesen Constanten aufzustellen. 
so weit es für die folgenden Entwickelungen nothwendig ist, und nur für 
zwei specielle Formen der G@(z), und H(«), die Werthe der g,,; und h,, be- 
stimmen, bez. ihre ‚Werthe bloss angeben. 


Ich differentiire zu diesem Zwecke die Gleichung (1.) aus $ 1 nach a: 


Od (EV A y-+y 5. )! 
oa; dr! \x—a' 2, de \x'—x ?2y 





(10.) 5 
a 06 „jH@)ı Ge) _ Ha Da 
out 2y 2 2y' 2y 


Auf der rechten Seite erhalte ich, wenn ich die Differentiation ausführe 
und für die partiellen Ableitungen der Funetionen @(z).:2y und H(z),: 2y 
die Ausdrücke (2.) und (7.) einsetze: 


! 4 | ERRR 
ar 2 Ha) Ha), HE) hu); 
— = (r (€). EN a Hz), (Gas H(x); Bon h;. ( (2),) 
NER 
Syy' — ir. „, (Hiz).6 (a). H(a,),G(x), ) 
1 en. ER 
„ (Ha).6Q@).-Ha)a@).)- 





Auf der anderen Meite ist 


oO ı\d (4 be 2 ) _ (Ra y_ nr) 

a Val —. nm a Bi 

oa, !da' \2—xz' 2y Syy' (x Hr a;) 
Nun ist Ale): = —a,=r(x) eine ganze Function von x', welche die Eigen- 
schaft hat, für € =a, den Werth R’(a,) anzunehmen. Ich kann daher 
O1 d (4 Yy 41 )! _ rad) R'(@')—-?r(a)+R'a) R'(a,) 
da; Id! \z-2’ MT Syy'(z—a,)(x'—a,) Syy'(2—a,)(2'—a;) 
schreiben, oder wenn ich’ (2r(@”) -R'(2')—2r(a,)+R'(a,)): (x’—a,) mit f(& 
bezeichne, wo f(x’) eine ganze Function ist: 


0, d (st. Yo le) , R‘(a;) 
y 


oa; !de' \zx-z Syy'(2—a;) a Syy(z—a;)(z'—u;) 
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Demnach ist die linke Seite der Gleichung (10.) gleich 

Syy(z—.a,) 2 Syy'(2'’—a;) i 
Die beiden Ausdrücke (11.) und (12.) müssen aber, da sie mit den beiden 
Seiten der Gleichung (10.) identisch sind, einander gleich sein. Daraus 
folgt, wenn man die beiden Ausdrücke mit y(z—a,) multiplieirt und dann 
x=a; werden lässt, dass 


f(x) = ZH(a).G(z).—-H(2),@(a,) 


(12.) f(z') f(x) 


a» 


und das Gleiche findet bezüglich f(x’) statt. Mithin muss, damit die Aus- 
drücke (11.) und (12,) einander gleich sein können, 
= hun G(z),H(&);+ H(2.)(9.;H(&),;—h;.6(2),)—h.s6 (z).H@); 
—H(z’),(9.;H(&);—h,.0(2);)| = 0 
sein. Da aber die @, und H, linear unabhängig sind, kann diese Gleichung 
nur dann bestehen, wenn die Coeffieienten der @(x), und H(z),. bez. der 


G(x), und H(x), einzeln verschwinden, wenn also 
(13.) has = he: Gap I 3a (@ 
ist. 
Die Ausdrücke für die g,,, h,,; sind, wie schon oben erwähnt, ziemlich 
complieirt, solange die Funetionen G(z), und H{z), ganz allgemein bleiben. 
Nimmt man aber die speciellen Funetionen @'(x), und H’(=), (vel.$ 1 (2) 





und setzt ausserdem 7,3 = 0, so ist 
(9, wenn « ß, 
has — | 1“ pl wen! > 
3; .‚ went @ _>D, 
(14.) nn i 
| .G @;),.:@;, wenn «& P, 
JaB _. v/ . 
\1G(a,)s:a’, wenn e—<P. 


Das erstere ergiebt sich unmittelbar aus (1.): denn es ist 


H'(z).—H'a;). Oo R Er. . "a Fr 1 Be 
2a) 5, H (2). = = Ss 27 =2h,H (a 


> 2(2—a;) eo 


a” 
& 


die Bestimmung der g,; erfordert mehr Rechnung, so dass ich sie hier nieht 
wiedergeben will. 
Eine weitere Form der Funetion @(x), und H(x 


k ‚ Ist sehr bemer- 
kenswerth: Setzt man in 


7: \ y+n 1 
H(Sn. zy) = ri 
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S= 4A, n= 27 ROH RCr)) und benutzt die Entwickelungscoef- i 
ficienten bei der Entwickelung von H(£n, xy) nach Potenzen von 7 zur | 
Bestimmung der @(x). und H(zx),, indem man 


Hz). 















2y ut IH(Sn, 2y)| «+1 
G(z). - o 

De = - 2a 1{HEn, Wu 

annimmt, was bekanntlich gestattet ist, so sind 
hu; == 0, Jaß =) (a, #=1, 23...) 
Da nämlich | 
) ö —J N 
H(zn, cy) Ar iR 


oa; 


4Ay(z—a,) E&—a; ’ 
so ergeben sich, wenn man 


n .. 
— y' &T; 
ka, i; in) hl, 
setzt, die Gleichungen, 

oO H(«) | o — C_u4 
: = =[—-H(en, 2y)| en ei 
oa; 2y - 0a; ($ » 79) 2a +1 4y(z—a;) ' 
oO G(X). oO . (2«@—1)e; 1 
r —_ = (Bat ® - Hin, Tr | = wi 
oa; 2y 2 | Be y) ‚20—1 4y(z—a;) ’ 


und vergleicht man diese Entwickelungen mit den Gleiehungen (2.) und 
(7.), durch welche die g,; und A,; definirt sind, so erkennt man, dass in 
der That die ,;=h,;=0 sind. 


$ 3. 
Zur Definition der Fundamental-Thetafunetion habe ich in $ 1 die 
Darstellung des Integrals dritter Gattung durch diese T’'hetafunetion gegeben: 


Ser u 0) Ilu—w) i = nr. ‚de 
z/ Hxy,ay)de = |\g Su) Gl) +2 u.) G(z), 3y° 


I: 
2a—1 


wo 


WW. = / a H(«), er 


Aus dieser Gleichung werde ieh jetzt die Darstellung der Normalintegrale 
zweiter Gattung ableiten, denn auf diese kommt es im Folgenden allein an. 
Ich differentiire zu diesem Zweck diese Gleichung einerseits nach «;, multi- 
plieire sie mit H(@”); und summire sie über ?: 


3 
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ur In: A IK „21g6C _ 
ZH@), 9 — zu), 218 w) 
(1. re Pr pP pP 
ö . N an / a = w/ N dx 
— 5 H(x); H(xy,x vr HE H(&@'), / 6(x a; 


andererseits differentiire ich diese "u nach x’ und berücksichtige 
dabei, dass 


olg Y9l(u—w) Ole Y(u—ıw) Ow, | 
Ä = — N und -=rH(z), 
OW,. OU, or 2y ‘ 
Ist: 
lo - 2 u »(J/ 
5 He. ole u PAR le 9(w) 
u % \ /P ou 2 BE » ow3 


' l 


A „) (x ) 
y 2 2y P® x 2 Aa 


Ra: 
=y Yy de Kxy,zy), de, 


oder, wenn ich un der Gleichung (1.) aus $ 1 die Ableitung von 
H(z'y', xy) nach x’ entferne: 


n OlsOu-w . elg 9m) 
3 Hz), — ( AR _ EH(2,, 25 9) 


/P ou ß 2 r oWR 


pP 


2 G(x), H(x'); d 
- 52 — Ixı \dıe. 
Ei. =y Fi 2y 2y' d.r ! YA 1» 
Da—1 R 
Die rechte Seite dieser Gleichung setze ich nun in die Gleichung (1.) an 
Stelle von 
olg u — 1m 


Oug 


EH(« 


p 


und erhalte, wenn ich zugleich auch diejenigen Glieder (und dazu gehört 


- } i “rn 
zu Folge der Bemerkungen in $ 1 auch / Ge); 2, ) weglasse, welche 


ihr Vorzeichen ändern, wenn ich y' mit —y', also auch ®, mit —w, ver- 
tausche, und welche demnach für sich allein einander gleich sein müssen: 





ole 9 u “an fl d.ı 

ze H(@ a A EH(z\,/ ' G(«), u 

OU; A, 2y 

(2.) yuäli 
R 4 x Y?R (1 x’ l OX5 H 2" } 


In dieser Gleichung ist x’ vollkommen beliebig. 
Da die Functionen H(z), linear unabhängig sind, so kann man aus 


olg Y(u) 


dieser Gleichung die Ausdrücke für selbst bestimmen; man braucht 


[94 





32% 
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nur dem x oe verschiedene Werthe zu geben und alsdann die entstehenden 
Gleichungen ra? 





\ 0] 
(3.) en (ww) _ = j* Ga), 3, +R, (e=1,2,... 0), 


B- 1 
wo R, eine rationale symmetrische Funetion von z,Y1, 22%, ».. ®©,Y, ISt. — 
Dies ist die Darstellung der Normalintegrale zweiter Gattung durch die Funda- 
mental-Thetafunction. 


Eine Gleichung für die AR, kann man noch dadurch ableiten, dass 


man den Ausdruck für ae! aus (3.) in (2.) einsetzt: 
y 4 1 003 ’ 
(4) ZH@),R, = Z,, os ul 2 u Ha I 


Die beiden Hauptgleichungen, (2.) und (3.), zu denen ich gekommen 
bin, will ich nur für den Fall, dass ich für die Funetionen @ (x), und H(«), 
die speciellen Formen @'(z), und H’(z), dieser Functionen nehme, noch 
weiter verfolgen. 

Die Gleichung (2.) Br dadurch, da H’(x). = x°' ist, über in 


0 . 
y p’«-1 lg oku SE Se Me ee )% : +3 1— sl 028 va-: 
u N r) 0 N & 2 ! m vn 0 zT . 
u OUa uß . Y 72 TE 2ya OU« 


dy m 
Aha 


(wo «, zu H’(z), in FE Beziehung stehen soll, wie «, zu H(«),) 
und dividirt man diese Gleichung durch x’ und lässt &’ unendlich werden. 
so ergiebt sich 


RE ole9(u”) : Z dx 
9.) ou) Ri z/ G (€), 3 


20 
an I 


und hieraus erkennt man beim Vergleichen mit (3.), dass für dies specielle 
System @' (x), und H’(e). die Function 


6) R=0.— 


Ich differentiire nun die Gleichung (5.) noch einmal: 
o’1&O(u”) 


x 


) du‘, 0) . G(& 2): 


- ou„Ou, e ” 
und eliminire aus derselben und aus äh ET Ee 
da 
du, = 3a — (@=1,2,...0), 
P 2yB 


welche sieh für die speciellen Funetionen H’(z), aus den Gleichungen (3.) 
$ 1 ergeben, die Differentiale dx,. Das Resultat der Elimination ist die 
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Determinante 
o’1g9(u’) 
— = KT @" n G’(z.\ Be al 2 
| P ou} ou, he ( e> 2/02 ( 1) — 0, 
| du., 2; Ze. u... u 


in der die zweite, dritte, u. s. w. Zeile aus der zweiten entsteht, indem ich 

a=1,2,... g werden lasse. Da die du,, du,, ... du, von einander un- 

abhängig sind, und die Gleichung für alle Werthe dieser Grössen bestehen 

muss, so kann ich insbesondere d«, = x" dt setzen, wo die Variable x und 

das Differential dt vollkommen beliebig sind, und nach dieser Substitution 

das Differential di wegdividiren: 
„ 1g0(u”) „8-1 


() re) N ex 
r r r ( (z,) (G (2, . on ) 
7 Oupdu) ' Be a au De 0. 
ma—1 ma—] ma—1 a—1 
en b) TC ' I, bu) u . . T, 


Jetzt setze ich in diese Determinante für @(z,), den betreffenden Ausdruck 
(vergl. (2.) in $ 1): 


aa), = -e+Syge 


b 
t 


wodurch sich dieselbe nach einigen Reduetionen in 


’1g9(u°) RR 
0 ’—1 | fü 0 m) D 
u; \ai Pa n. gg 5 "PR 5. 7 . . or 
tr A unou, wä 08) \ = >, 1 2 0 BE 0 
"u 2 2 2 . . . ge 


verwandelt, und zerlege sie dann in zwei Determinanten, so dass ich erhalte: 
‚/ o’lg 9lu! a; me u 
\c’+ 3 nn I, ya im, 
B Ou,Oou, us 
[ 0 0 0 


I, Ti, T5, . . . I, 


a—| a—1 a—] a@—1 


ee te Te 


wobei bei der ersten Determinante die verschiedenen Zeilen entstehen, indem 
ich « die Werthe 1, 2,... o gebe. Die beiden Determinanten sind nun 
bekanntlich die ne sämmtlicher Differenzen der in ihnen vorkommen- 
den Grössen; ich kann also beide Seiten mit der inte auf der 
Iinken Seite dividiren. Dadurch bekomme ich aber, wenn ich 


s 


y(z) = (2 -2,)C—- 8)... (CE, 


LE 


setze, die Gleichung 
4 o’lg9u” 8 
a Tu) = 9 


ou „0 u, 


die ich hier noch aufstellen musste. Die Variable z ist vollkommen 
beliebig. 
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$4. 
Um nun die fragliche Differentialgleichung, um die es sich in diesen 
Aufsatze handelt, zu entwiekeln, differentüre ich die Gleichungen (3.) 
$1 und (3.) in $3 nach a, und betrachte dabei die x, &., ... x, als con- 
stant. Dann müssen gerade in Folge der Gleichungen (3.) in $ 1 die u, 
sich mit den a, ändern, und die Differentiation geschieht in Slekad Weise: 


ou, © 67; dx 
yes ae ER H'x z 
oa; RB u \ Is 2y 
228—1 
olgeXu) oleKu) Bu; oO [Bz dx Ö 
EN EEE. ER a Te 
OA;OU RB ounoug da, 7 04;: ER ca, 
a92_1 
2: \-. ai ea i 
Den Ausdruck für aus der ersten Gleichung setze ich in die zweite ein: 
cd, P 
o’leO(u) ole&%u) © x, de Oo a o 
= EN TH +3 / "Ce. +z—R, 
oAa;OU, y Ou.o0u; 0; I u 3 04; u ca, 
Iy—1 28—1 
und substituire alsdann für die Ableitungen der Integrale die in $ 2 ge- 


fundenen Ausdrücke (3.) und (8.), indem ich berücksichtige, dass h,, = h... 
Gg«3 = 95. (vergl. (13.) in $2) ist: und wenn dies geschehen ist, setze ich 
ausserdem noch für die Summe der Integrale erster und zweiter Gattung 


. ’” ole Ku 
ihre Ausdrücke «,, bez. as u —R,. leh erhalte 


OU 
og &%u) Br our. 0 \yg/ 
. r — - "7 (1( G).— >H A,)3 ( (m \ A,) 
ca;0u, 2R (a,) er WE u; E 
cle&%u) | [. oleAu) | ole%u) ) 
.># — H a;) 2 — - } \ — > ” h 2. we ( ı nz h I Ps / \ 
% B zes OU; r BER, N ou,o IF ' OUs 
F3 | \G(a) SH(a);“ Eu) |5 ‚HWa);kR 
+3g,3t0 Fi | 
op ! 2R'(a,) \ I\ 1/a 7 7 P ou, ‚ou, 3 \ I dB 
wo "0: i  . 
( — > ha. R; +5 R.. 
P 734; ß O4; 





Diese Gleichung multiplieire ich mit d«, und summire sie über oe. leh 
kann alsdann die Integration zum Theil ausführen, und zwar erhalte ich. 
wenn ich die Summe derjenigen Glieder in der Gleichung (1.), bei denen 


oP 
die Integration noch nieht unmittelbar gelingt, mit —— bezeichne: 


TR 
oP 1 ’ o’leO(u) ) 15 at A y | 
as vr BER %' . 
Ä  2R'(a (6 2 Fu(a JR u.0ug ) = ‚Ha);R,— 2 rz»— a; ) 
9 N OU. (a ) | Oo 7 B 3% 





— EhaR;+ 5 R, 


Pr 
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die folgende Gleichung 





ole9lu 1 ole&(u)\’ 
| > ( ) = z EG(a);u,—- N H(a); ? | 
(3.) cd; 4R (a;) p ® de ui P x r OU; 
7 | ole&(u 
— Ih,,u, Eu) +1 N9.,uu,—+P, 
it up Me | 


in der die noch zu bestimmende Funetion P vorkommt, welche durch die 
Gleichung (2.) definirt ist. 

Um nun diese Gleichung (2.) zu integriren, nehme ich wieder das 
specielle System H’(x), = x°”' und lasse in der Gleichung (2.) « =g werden. 
Da h,=0 und R,=0 (vgl. (14.) in $2 und (6.) in $ 3) ist, so geht diese 
Difterentialgleichung über in 


oP 1 \ oO IE9u)ıı ya | 

= G (a,),— 3 af" —— 13 H'a),R,;- 3 —— |: 

ou) : 2R'(a,) ! x ”e ET Oubou, Ars ae ie wrI 2s—a; ) 
Da @'(z), = -a’+ Syn ' ist, so ist die erste Klammer, wie ich oben, 
s3 (7.), gefunden habe, gleich 


(a) 
Für die zweite Klammer erhält man aus der Gleichung (4.) in $3 den 
Werth 


a—l e 
023 
ee ! 
u +) 


aß 234; ou, | 
Folglich ist 


oP ya) „ ai Om 
ou 4R'(a,) 73 2g—a ou? ’ 


oder, da aus der Gleichung (7.) in $ 2 beim Differentiiren nach «, sich 
ergiebt, dass 


‚oO’gOlu) ,_, Zn 3 OX 
B . 07 ur OÖ d; — f a)2 4 0 
3 cu.„oupoUu, ” ı 790; OU. 
. r r Ss f 
Ist: 
oP 1 ent 1e9(u’) 
== u * . .— 
ou) 4R'(a,) 73 Ou,ou,ou, 


Hier kann ich die partielle Integration ausführen und finde 


3. O’Ig9lu°) 
P — - Vaag“ S ar - { + ) 
AK (a,) Pr ou,ou; d, 
oder | 
| | 12 Olu‘) 
— x WV/aN YaN\, 8° I’ ıQ. 
= az 7‘ 


Dabei ist O eine noch unbestimmte Function, deren Ableitung nach u, 


0 


ou! 
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ist. Es kann demnach Q nur die Argumente 4, , ... «)_, enthalten. 
Da aber Q symmetrisch in den &,, 2, ... x, ist, würden, wenn Q keine Con: 
stante wäre, die o Variablen &,, z,, ... x, von nur 9-1 Argumenten ab- 


hängen; es wäre demnach eine der Variablen, z. B. x,, von den übrigen 
2, ... x, abhängig, was von vornherein ausgeschlossen ist. Folglich ist 








Ur 0 0 o18Au)) , 1 
4) Pe re 


Dieser Ausdruck bleibt TREE wenn ich wieder statt der speeiellen 
Funstionen H’ (x), die allgemeinen Funetionen H(z), nehme Denn da 


H(z), = 3,2” 


pP 


He). „Ha; 


ist, so Ist 


und folglich 


u, = Be, 
PB - | 
Dadurch wird 
BA: u" ; in ole9lu) Cu, Ous 
ZH"), H'(a), 2EOC) _ 5 4a), Ha), En. Sur , Su 
ey \‘ "ou. ou% aßyd " ou,ocuy ou, Our 
Bi . 
o’le u o’le lu 
5 H" (a), H'@)z0,.09 WM _ za), Ha), 89 
Be - ) i ou,ous yö ou, ou, 
und mithin wird (4.) rleich 
1 i c’1e9(u) 
P = SE H(a,),H(a,): 2 +C. 
4R'(a 1) 03 de RB OU. OUZ 


Dem entsprechend nimmt die ur (3.) die Form an: 








VER; om ü rt u oe ou 
Pe 4R (a,) er” G(a,);u; = H(a);- Er +2H(a,)H( (a);° udn; 
(\9.) 
£ BR SR ölg® 
+4Ala)»3 ap U. Uz— Shupun n_ +6, 
oder, wenn man mit in Betracht zieht, dass 
olg9(u) _ 4 0%(u) oO) _  —1I 0XKu) Xu) 1 0°9(u) 
ou. OU) ou. ? Ou,Ou Ku) 9m Oug ' Ku) Ou.ous 
ist: 
.. 10) s h ou 
4R (q;) a — 2 G(a,), G(a,);u, U: Ku)—23 Ha). G (a,)2U; ze 
u) 
(6. + H(a,),H(a,), 2 - 
6.) ap Ha), OU Ou 
Xu 
+4R OR272 0 (u) — Sh,sü; 2, x 4 Ca) 


aß 


Dies ist die partielle Differenkiaigleichung, die ich hier ER wollte. 
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Was die Integrationsconstante © anbelaı 


ot, so kann man dieselbe 


090 nn 5 N 
Jurch die a,, O(0), a ) und die Voefficienten der @(x), und der Hz), 


5% 


ausdrücken. Setzt man nämlich in (6.) die «, gleich Null, so erhält man 
unmittelbar 


7 4 ” Y l ’ \ ol) () : 3 m 2’ ( 
1) 4Rka)C = ‚4R'(a)) - _EH(a), Ha);| wi | | 


90) ! ca; Pay: Ou„Ous 


1 Eu 
U) ou„Ouz 


druck, der rational aus den a, und den Coefficienten der @ (x), und der 
H(x), gebildet ist. 


Leitet man aus der Differentialgleichung (6.) für O(w) eine solche für 


und für | „findet man aus der Gleichung (3.) in $ 3 einen Aus- 


t.I(u) ab, wo t in Bezug auf die «, constant ist, so unterscheidet sich diese 
von der ersteren nur dadurch, dass an Stelle der Constanten Ü der Aus- 
druck tritt: 
C gig | 

od, 

Sind alle Coefficienten der @(x), und H{x), rationale Funectionen 
der a,, so ist dies ebenfalls nach den Gleichungen (1.) und (7.) in $ 2 mit 
den g,; und A,, der Fall, so dass dann, abgesehen von der Constanten (, 
auch in der Differentialgleichung alle Glieder rationale Funetionen der a; 
sind. Dies © selbst wird auch noch rational in den a,. wenn man On): O0 
anstatt der Funetion O(w) nimmt; denn alsdann kommt an Stelle von 9(0 


’ 0o%Y(0 
der Werth Eins, an Stelle von (0) 


1 [ oOlu) 
Y(U)L ou,„oug -u= 


die Constante © bestimmenden Gleichung ( 


der Werth Null zu stehen: ferner ist 


rational in den a,. so dass sämmtliche Ausdrücke in der 
) 


Zu 


7.) rationale Funetionen der a, sind. 

Die Differentialgleichungen (6.) kann man dadurch umformen, dass man 
an Stelle der a; Funetionen dieser Grössen einführt, nach denen dann diffe- 
rentiirt wird. Eine solche Umformung will ich für die T'hetafunetionen 
einer Variablen ausführen, um zu derjenigen Form der Differentialglei- 


chungen zu kommen, wie sie Herr Weierstrass in den Sitzungsberiehten der 


Berliner Akademie 1882, I, S. 443 entwickelt. — Die Gleichung (6.) geht 
für o=1, wenn ich H(z), = —1, G(z), =x2+14, setze und an Stelle von 


(u) die Function (u): (0) = o,u nehme, da dann 


0’0,u 
. haar l 2 u | ET 
h,, — Ö, I ER 6? | | r ar 1 A,), 


M O Hi 2 > 


Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 3. 33 
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iiber in 









RE; 7 ' . 00, 
(8.) 4R(a,) m = 4. 1—3A,)u’0,u0+2(a,+1A,)u 32 +(a,+44A,) 0,04 Br. 


























An Stelle der a, führe ich die neuen Grössen ein: 


& = (a,— a,)(a,—a,) = R(a,), 
Zu 1((a,— A.) rn (a,--a a,)) = — a,-+ 1A,, 


g — Aa,t- ad, + d; — A.. 
Dann ist 


00,u . 00, u ‚ 00,u 00,u 
> = (.-4)— — - 4 — 2 
ca, O8, 3 de, og 
00, u k 00,0 , ,„ 00,u  0o,u 
an m — (2a, — d,— d. 2) ni Y r , 
ca, 08, °.08, 09 
06,u \ 00,4  00,u 00, u 
n ” = (a,— d,) .  ; , - - . . 
ca, 08, 3 de, og 


Indem ich diese Gleichungen addire, und mit in Betracht ziehe, dass 


00,u 00,u 00,4 
_— - Ze + a == 0, 
ca, oa, ca, | 


: i a ; 060, u ' \ 
wie dies aus den Gleichungen (8.) folgt, finde ich 30 =(), d.h. ich finde, 


dass 0,u nur von e, und & abhängt. 
Ferner folgt aus diesen Gleichungen: 


\ 00, u 


00, u R 00,4 06,u) 
4R (au) —4R (a,) it a,) \88; + 4e, — 


da, da, ö8, 5 
4(a,+4A)R’(a) 23" — Ka a,-+1A,)R'(a,) 00, u 


q, 


Re Bee :', 00, U 1} 
= (4— 4,) de, €, d8, (de, — SE. ,) de, I» 
u { si Be: 00,u Kt A 
und setzt man hierin die Ausdrücke für 3 und 5, aus Gleichung (8.) 
ein, so ergiebt sich 
DE. u 00, u 
4e,— de — — = u— 
de, vo de, ou 
00, u R 00, u ’G5,U 
de," — (de,—!8,) —" e,—4E,)u 0,0 +4 &0,u 
nt ee) nt = (ddr 


Führt man nun in diesen Gleichungen an Stelle der Function o,« die Funetion 
S,(u) = et" o,u 


ein, so gehen diese Gleichungen über in 
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oS, (u oS (u) 
. 3, ) 1 2e, 2\ ) 


de, a 3 ou 


- 


Ak oS,(u) 


21 


08, (u _ 0S,(u) RE 
l2e,e, ( ) + DE, E = &, u S,(u) + 
O8, 3 de, 


o’S,(u) 
ou \ 


d.i. die Gleichungen, wie sie in dem erwähnten Aufsatze stehen. 


- 


NS »). 


Die entsprechenden partiellen Differentialgleichungen für die übrigen 
Thhetafunetionen, O(u),, kann man auf demselben Wege ableiten, wie die- 
jenigen für die Fundamental-Thetafunection, indem man davon ausgeht, dass 
in der Gleichung (4.) in $ 1 und demnach auch in allen folgenden Glei- 
chungen an Stelle der Fundamental-Thetafunetion eine der andern Funetionen 
(u); zu stehen kommt, wenn man in den Gleichungen (3.) und (4.) in $ 1 
die unteren Grenzen a, 4, ... @,_, der Integrale ganz oder zum Theil 
durch andere der Wurzeln a, von R(x) = (0 oder durch den Werth „unendlich“ 


ersetzt. Da aber die Grenzen a, a, ... @,,_, in der partiellen Differential- 
gleiehung gar nicht anders vorkommen als die übrigen Wurzeln a. a, ... a 


so muss, (wenigstens für den Fall, dass keine der Grenzen ins Unendliche 
fällt, wo es sonst noch einer kleinen weiteren Betrachtung bedürfte) die 
Differentialgleichung für die Funetionen (u), dieselbe sein, wie für die 
Fundamental-T'hetafunction. 

Man kann aber auch von der Gleichung (7.) in $ 1 ausgehen, um 
die Differentialgleichung für 9(«a), abzuleiten. Man fasst dann am vor- 
theilhattesten die beiden Gleichungen (7.) und (8.) in $ 1 in eine einzige 
zusammen, indem man einen Buchstaben % einführt, der sowohl 1 wie 2 
bedeuten soll, und unter O(u'h) entweder die Funetion (u) oder G(w 
versteht, je nachdem A=2 oder = 1 ist: es ist alsdann 
ni) 


4) 


ER IR 
I ihn.(u.+3hw,.)—h’paga 


u,+ho,) = Ü"O(u,\h)e* 


Diese Gleichung differentiire ich logarithmisch nach a. Wenn ich dabei 
berücksichtige, dass 


olgO(u.+hw,) elge&u.|h) 


Hhns 


o u OUs 


ist, wie sich aus der vorhergehenden Gleichung ergiebt, so erhalte ich 


»).) > 
I) 
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olge&%u,+hw,) olg&(u,|k) 


4 h v ole&(u,|h) 0W; Ber x ON u 
da; oa; De > Ouz ca, = 00 ? 


' 


OWw 3 on3 
+ W3&(n, =— u. ) = 0. 
m ß oa, oa; 


a2 Bi ‚ \ oleu,+hw a 
Hierin substituire ieh an Stelle von ( ) den Ausdruck. den ich 





oa, 
aus der Gleichung (5.) in $ 4 erhalte, wenn ich dort u,+ho, für u, setze: 
"SE Olge©(u,)k) 
oa; 
eu Wı Iglu Ih) \ 
5 G(a,)3u;— & SH Sl YH(a H(a), —- |") \ 
r IR „us \ y) (q,) Ouz - (a, iJp OusOn, 
ole&(u.|h) 
En. u u, — Nh, u. = a f l 
7» a Ip, fr} Ay Py’” On; u 
ole©(u,|h) Er H(a,); ' u 
+h23 - Voatnng ( — 5 ® uni er 
h2 Ous - 04; 2R'(a,) 2 ‚G (4;), os, - = H(a,), My eg h;, ww, 
ONn3 = JR { x } = 
hs ri — I H(a) Fr Eh,n,— 3g; 
h> u.| de, R'(a ) 2 > (r( (a,) yo, en H(a,), nt _ h,; N, =I,®9, 
1 e / } Y 
NER, 0n3 0W; | 4 } 
—] h’ > | iR —— — nn — )- "Gl a) „9 — v/l Aa N 
5 er +» oda, » I, 2R'(a,) > Y Y ( /yir) 


sh; 139, — > 9,050, | ; 
Pr Ay 

Diese Gleichung muss für A = 2 mit der ursprünglichen Ditferentialgleichung 
(3.) in $ 4 identisch werden, da ja 9(w|2) = %(u) sein soll. Dazu ist noth- 


wendig, dass die Ausdrücke in den eckigen Klammern einzeln verschwinden. 
und da dieselben k nieht enthalten. müssen sie allgemein, nicht für = 2 


allein, verschwinden. Demnach geht diese Differentialgleichung, wenn ieh 
Jetzt h=1 setze und 9(«,); für 9(u,|1) schreibe, über in: 


ca, 4h’(a,) \17 #3 14 Ou5 
‚ o1le9l(u,); \ olge&(u,); 
+3 H(a,),H(a), ———)+1 50, uu,— Sh,uU, — +6. 
&;- \/ ( ), ou,on, 7% By Jar fr ee Oug b 


Da diese Gleichung mit der Gleichung (5.) vollkommen übereinstimmt. so 
erkennnt man, dass die sämmtlichen Thetafunctionen einer und derselben 
partiellen Differentialgleichung, — (6.) in $4 —, genügen und dass die da- 
selbst vorkommende Integrationsconstante C_ für alle Thetafunctionen den- 
selben Werth hat. 

Diese Constante C kann man in einfacher Weise mit Hülfe der 5 
und 7, ausdrücken. Setzt man nämlich in die Gleichung (6.) des $ 4 die 
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Exponentialreihe (6.) aus $ 1 für die 'Thetafunetion, so ergiebt sich un- 
mittelbar aus derselben, dass 


RG  Nay(w)s; 
4R(a)C = — 2 - "H(a,),H(a,); 


aßy un 
ist. 

Die Constante C erhält auch noch einen sehr einfachen, nur von den 
a, und den Üoetficienten in @(x), und H(x), abhängigen Werth, wenn man 


«u 


in der Differentialgleichung 
Ku): 
an Stelle von (u), einführt, nämlich 
4R(a)C = — 2 (H(a,).G(a),+2R'(a,)h,.), 
wie sich leicht nachweisen lässt. 


Halle a. S. im Mai 1884. 


Beriehtigung. 


Seite 252. Zeile 6 und 





1lS muss es heissen Ü’ statt Ü. 











Zur Theorie der Congruenzen höheren Grades. 
(Von Herrn Gustav Rados in Budapest.) 


. 

E: sei fa) = ma" +a2"+ +0, ;c+a,_, und a, a, ... a, 
seien ganze Zahlen; p sei eine ungerade Primzahl, und a,_, nieht durch y 
theilbar. Ferner sei a,,, ı =a, für jede ganze Zahl m. Bezeichnet man 
dann die Determinante: 

'a,. R (m,n=t,1,.. 
mit D, so gelten die Sätze *): | 

l. Damit die Congruenz f(x) 0 (mod. p) überhaupt Wurzeln besitze, 
ist erforderlich und hinreichend, dass die Determinante D congruent Null sei 
(mod. p). 

2. Damit die Congruenz f(x) =) (mod. p) mindestens k verschiedene 
Wurzeln besitze, ist erforderlich, dass sämmtliche Subdeterminanten (p— k)" 
Grades von D (mod.p) verschwinden; sind die Subdeterminanten (p— k)' 
Grades diejenigen niedrigsten Grades, welche diese Bedingung erfüllen, so hal 


die Congruenz genau k verschiedene Wurzeln. 





I. Wenn o, &, ... @,_, die Zahlen 1, 2, ... p—1 in irgend welcher 
Reihenfolge bedeuten, so bestehen für jede Zahl » die Congruenzen: 

0, ‚fle,. u) d.—ı + Ad„_2% m 4 17 IR + A,„- p4 ‚oL, (mod, p) (m LESE u 
Hieraus folgt zunächst die Determinanten-Congruenz: 


lo 1. fon) Em l]an4n| (mod. p) Ba: 


und ferner, da die Determinante |e/,,,| nicht durch p theilbar ist, die Con- 
gruenz: 


I f(o„;.) =D (mod. p) mel... 


m 


Es ist daher D == 0 die nothwendige und hinreichende Bedingung für die 
Erfüllbarkeit der Congruenz f(x) = 0 (mod. p). 


*) Die Sätze sind von Herrn Prof. Julius König im Wintersemester 1581/82 in 
den Uebungen des math. Seminars an der technischen Hochschule in Budapest mit- 
getheilt worden. 
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Il. Für den ersten "Theil des zweiten Satzes. nämlich dafür, dass 
das Verschwinden sämmtlicher Subdeterminanten (p— A)ten Grades von D eine 
nothwendige Bedingung für das Vorhandensein von %k verschiedenen Wurzeln 
der Congruenz f(x) = 0 (mod.p) ist, bedarf es nur des Nachweises, dass 
aus dem Bestehen der Congruenzen: 

f(o,) 0 (mod. p) (1 ), 
wo die Grössen «, (mod. p) von einander verschieden sind, das Verschwinden 
jener Subdeterminanten folgt. In der That ergiebt sich aus den Congruenzen 
fe,)=0 (mod.p), dass die p—1 Congruenzen: 


6,1% +0,22, +. +@,_,,,2, ( p—?) 


für die # verschiedenen Werthsysteme: 
wei ua Bei ... I, 4 

erfüllt sind. Ganz ebenso aber, wie das Verschwinden der Subdeterminanten 
p— ken Grades eine nothwendige und hinreichende Bedingung dafür ist. 
dass ein System von p—1 linearen Gleichungen mit p—1 Unbekannten 
k-fach unbestimmt werde, bildet auch die Theilbarkeit der Subdeterminanten 
p-I'" Grades durch p eine nothwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, dass einem Systeme von p—1 linearen Congruenzen (mod.p) mit 
p—1 Unbekannten dureh A (mod. p) verschiedene Werthsysteme genügt werde 
vgl. R. Baltzer, "Theorie und Anwendung der Determinanten 5. Aufl. 1881. 
$8 und die a.a. O. eitirten Ausführungen des Herrn Kronecker in der zweiten. 
1864 erschienenen Auflage desselben Werkes, S. 62). 

Die Bedingung, dass sämmtliche Subdeterminanten (p— A)" Grades von 
D durch p theilbar sind, ist auch eine Ainreichende. !enn wenn man voraus- 
setzt, dass, falls sämmtliche Subdeterminanten (p—k+1)!en Grades durch p 
theilbar sind, die Congruenz f(x) = 0 (mod. p) für k—1 verschiedene Werthe 
von x erfüllt wird, so lässt sich erschliessen, dass beim Verschwinden 
sämmtlicher Subdeterminanten (p— ken Grades zu den schon vorhandenen 
»—-1 Congruenzwurzeln eine neue hinzutritt. — Wenn nämlieh sämmtliche 
Subdeterminanten (p—A)ten Grades und also auch sämmtliche Subdetermi- 
nanten (p—k+ljten Grades durch p theilbar sind, so hat die Uongruenz 
fx) = 0 (mod. p), den gemachten Voraussetzungen gemäss, k—1 verschiedene 
Wurzeln @,_ 441 a4 +++. Bezeichnet man nun die übrigen Zahlen 
aus der Reihe 1, 2,...p—1 mit @,«,... @,_,, 80 ist nur zu beweisen, dass 


I fe,;:) 0 (mod. p @=0,1,2,...p--1) 
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wird. Da ferner 





0 / I ii f bt 
"4-1 flo,41) vo la, 41. fl,41)]| re er) 
ist und wegen der Verschiedenheit der Zahlen «,, &, ... «,_, die Deter- 





minante |e/,,,| nieht durch p theilbar sein kann, so genügt es zu zeigen. 
dass die Determinante 








durch p theilbar ist. Das System der (p—K)’ Elemente dieser Determinante 
ist, wie die Gleichung: 

@..1fl@,,:) = 6 ,+6@_ 0,41 + +0,41 
zeigt, aus den beiden Systemen: 


d m n 


m+rı9) 


(m=t,1,2,..9-2;i=0,1,2,..p9--) (=V,1,2,..p-23; 9=0V, 1,2, ...p-k-—1) 
componirt. Die obige Determinante wird daher durch den Summenausdruck: 


R: la,;i|. | O4 l 
B,v 


dargestellt, in welchem für « und v nach einander alle Combinationen der 
Zahlen 0, 1,.... p-2 zu p—k genommen werden müssen. In diesem Aus- 
druck tritt nun die Theilbarkeit durch p in Evidenz, da die sämmtlichen 
Faectoren Ja,,,;| als Subdeterminanten (p—k)'“" Grades von D der Voraus- 
setzung nach durch p theilbar sind. 

Da der zu beweisende Satz nach dem ersten 'Theorem für Ak = 0 
gilt, so ist er hiermit für jeden Werth von %k bewiesen. 














Arithmetischer Beweis des Reciprocitätsgesetzes 
für die biquadratischen Reste. 


(Von Herrn E. Busche in Lichtenau.) 


Sind a, b, c, d solche ganze reelle Zahlen, dass m=a+bi eine 
ungerade, an = c+di eine zu m theilerfremde, im Uebrigen beliebige com- 
plexe ganze Zahl ist, so werde im Anschluss an die Bezeichnungsweise 
des Herrn ZL. Kronecker durch die Congruenz 


n.h \ 
nh = h'.sgn R,,, e ) (mod. m) 


.. n.h us ö = i ’ 
das Symbol sgn Ru or ) definirt als die Einheit, welehe mit der mit 4 


zu demselben Viertelsystem *) (A) gehörigen Zahl A multiplieirt ein mit ».4 
nach dem Modul m congruentes Product ergiebt. Sind alle Zahlen von (Ah 


s [2 . .. » [ nd 
absolut kleinste Reste des Moduls m, so ist, beiläufig bemerkt, unter R, ug ) 


der durch m dividirte absolut kleinste Rest von ».h in Bezug auf m zu 
verstehen. 


a’+b’—1 


Es ist das über alle 1 Zahlen des Viertelsystems (h) er- 


streckte Produet 
n.h 
W. son R ( ) = - (C (=)), 
AL.) Il °S HX\ m m 
7 . r . . . . kan 
wo (( a )) das Jacobische Zeichen ist. Der Beweis hierfür kann, abge- 


sehen von den sich von selbst ergebenden Modificationen einzelner Aus- 
drücke und Formeln, mit genau denselben Worten geführt werden, die Herr 
L. Kronecker in dem XXIIl. Sitzungsbericht der Kgl. Pr. Akad. d: Wissensch. 
vom Jahre 1884 S. 527 gebraucht, um den analogen Satz für die Theorie 





*) Ueber den Begriff des Viertelsystems, sowie überhaupt über die Grundbegriffe 
der Theorie der biquadratischen Reste sehe man die Gaussschen Abhandlungen. 


Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 3 
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der quadratischen Reste zu beweisen *). Indem ich mich auf diese Ab- 
handlung beziehe, nehme ich die erwähnte Uebereinstimmung als bewiesen 
an und mache im Folgenden von den bekannten elementaren Eigenschaften, 
insbesondere auch von den Multiplicationstheoremen des Jacobischen Zeichens 
für das durch (.) definirte Symbol Gebrauch **), 


DV 


Durch die Congruenz 


nh = ksgnRo(" ) (mod. m) 


a n.h\ . _ me e s 
werde das Zeichen sen Ru -) definirt als die Einheit, welche mit der 


Zahl Ak des von (h) im Allgemeinen verschiedenen Viertelsystems (4) multi- 
plieirt ein mit ».h congruentes Produet liefert. Analog sei 


h=Isgn Ro 2 ) (mod. m), 
r k \ 
=l sen R,,( Ze ) (mod. m), 


wo /x U Zahlen des von (Ah) und (k) im Allgemeinen verschiedenen Viertel- 
systems (/) sind. Dann sei 


(0) = Rear) 


wo das erste und das dritte Produet über alle Zahlen von (A), das zweite 
über alle Zahlen von (A) zu erstrecken ist. 

Werden in den Viertelsystemen (r) und (s) des Moduls m die Zahlen 
r' und s' ersetzt bezw. durch r"i und s’i, und werden die neuen Viertel- 
systeme mit (r) und (s) bezeichnet, so ist, wie aus der Definition des 
Symbols sich leicht ergiebt, 


v,r v,r 
son AR. ( ) =. 4 o Ä (> ) 


(r) 
v,r r v.r 
senR. Ä — t' JIsen R ( ) 


wenn ® relativ prim zu m, z.B. =n oder =1 ist. 


*) Vergl. die Abhandlung von Herrn E. Schering im 1. Band der Acta Mathem. 
S. 153. 

*#) S, Gauss’ Nachlass I über die biquadratischen Reste, art. 17: Allgemeines 
Theorem über die Deeidenten (Werke, Bd. II, S. 321). 
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Verändert man in der eben erwähnten Weise in dem Ausdrucke für 


' 
n . . . \ . \ » 
(( = )) eins oder mehrere der drei Viertelsysteme (h), (k), (D), so folgt aus 
. 5 n 
den letzten Gleichungen, dass (( = )) bei einer solchen, und deshalb auch 


bei einer jeden Veränderung der drei Viertelsvsteme sich nieht ändert. dass 
o . 


also auch 
( m )) = (C m -)) 


ist, da für (h) —(k)=(Ü) das Zeichen (( — )) in (2 z -)) übergeht. 


Es soll jetzt auf die Herleitung der Relation zwischen 


(( 2 )) und (( en )) 


soweit eingegangen werden, als dies zur Erledigung zweier speeiellen Fälle 
nothwendig ist, auf denen der vorliegende Beweis des Reeiprocitätsgesetzes 
beruht. Dabei sollen der Kürze wegen a, b, ce, d, ) als nicht negativ. a 
als ungerade, b also als gerade angenommen und die folgenden an die geo- 
metrische Darstellung der complexen Zahlen anknüpfenden Bezeichnungen 
benutzt werden *). 

Sind z, 2, 2, ... 3 complexe Grössen, so möge das System von 
ganzen Zahlen in dem von den geraden Linien z3, #2, ... 3'”z begrenz- 
ten Bereiche mit (z,z',...2) bezeichnet werden, wenn alle Punkte des 
Bereiches nur einmal. und zwar so umschlossen werden, dass sie links von 


Eu 


33, 33, ... 3®z liegen. Das System (2, 26”, ...z', 2), welches alle 


- 
a je 
F 


! 


ganzen Zahlen mit Ausnahme von (z, 3, ... 2°) umfasst, soll gleich 
— (2,3,23 ,...3) gesetzt werden. Offenbar ist 


(2, s, uam 3(*)) rn (3, 2, ... ae, 2) ne Me (2, 2, z, Ze 


Die Begriffe der Summe und Differenz zweier Systeme ergeben sich aus 
den Gleichungen 


ı IN | " m 0 - --—_ e * a -(O)\ 

(2, pc b) 3 )7 -(Z " PO >) Br 29, 3) air + a EN “ oe.» ne . u “ 
0) ut Pa | — fu „'ın „(0) a‘ 
(2, z, ... » FAX )— (2, Ex “ I ) ser „5 \* . E% “ .... A i “ = je. 


*) Of. 1. ec. Gauss’ Nachlass I zur Theorie der biquadratischen Reste. 


34* 











264 Busche, Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die biquadratischen Reste. 


Allgemeiner ist (2,2, ... 2%) gleich einer Summe von Systemen, in denen 
alle Linien 323‘, 32, ... zz einmal vorkommen, ausserdem aber nur solche 
Linien, deren entgegengesetzte gleichfalls auftreten, z. B. neben 33” und 
32 auch #’z und z”z. Wird eine auf zz3' selbst liegende Zahl mit zu 
einem System gerechnet, so gehört diese Zahl nicht zu einem anderen 
System, dessen Grenzlinie zz ist”). Unter [(z,z',...2®)] möge die An- 
zahl der Zahlen des Systems (z, 3,... 2), unter [(2%, 3%”, ...z)] dieselbe 
Anzahl mit negativem Vorzeichen verstanden werden. Offenbar ist 


(a, 5, 3 )) +8, =”, ... s9, s)] = [(s, 3, ... SO) 
Ist £ eine ganze Zahl, so ist ferner 
((z+t, #+t,....29+D] = [ß, 2, ... 39). 


Ausserdem werden im Kanaidne noch einige specielle Fälle des von Gauss 
im Art. 10 des I. Nachlasses gegebenen Satzes gebraucht werden, z. B. 


(w+yi, x, © +0, c+yi+C)) = C.|y|, 


wo x, y, x reelle Zahlen, € eine reelle ganze Zahl, [y] in Gaussscher 
Weise die grösste in y enthaltene ganze Zahl bezeichnet. 


r . 77. n n . . . 
Um die Zeichen (( )) und (( )) mit einander zu vergleichen, 
m m-+-2in / 


bestimme man beide in der durch (B.) gegebenen Weise. Als das Viertel- 

& | er ” 1-+i N 
system (#) des Moduls m wähle man das Viertelsystem (0, Im, 5 mom), 
welches Gauss als das einfachste bezeichnet. Mit ((f+gÜ)m+k.i”), wo 
o=0, 1, 2 oder 3, werde das System 


((f Hgö)m, (f+ gi )m+4mi”, (f+gÜ)m+ we mi”, ([+gÜm-+ 5 mi“) 


bezeichnet, welches mit dem mit (A) associrten Viertelsystem (k.i”) nach 
dem Modul m congruent sein wird, wenn f+gi eine ganze Zahl 

Das Viertelsystem (Ah), mit dessen Zahlen » zu multiplieiren ist, soll 
so gewählt werden, dass alle Producte »h Zahlen des Systems 


zZE22((f+gÜ)m+k. i”)-+ =22 "((f+gÜm+k. si 


*) Im Uebrigen sind die bei dem vorliegenden Beweise in Frage kommenden 
Bestimmungen über die auf dem Rande liegenden Zahlen „eines Systems“ so selbst- 
versti indlich, dass auf dieselben nicht weiter eingegangen zu werden braucht; zum 
Theil wird man die getroffenen Festsetzungen auch leicht an den rechnungsmässigen 
Ausdrücken erkennen, die später für die Anzahl der Zahlen eines Systems gegeben 
werden. 
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.. T . | € 6° ER c—d’ 
sind, wo f alle Werthe von 0 bis [=]: g von 0 bis #5 f von - 


» 


- 


. c 1 ; +d N ’ . 
bis [=], g von [3 | bis [= | annimmt und ®=(0,. 1, 2, 3 ist. für 


<< 2,0<9<2, 


ne » C Na » c 
o=0, 1 für 0 <f<g,9=0, o=1,2 für f=,, 0<g: = 
o=2,3 „ I</f<z,9=z,0=3, 0 „ f=V, V<g< ; 


a=d für f=09, g=0, w=1 für f=; :4g=0 uuz u f- 4 g= = 


=3 für f=0, g=%, endlich @=0, 1, 2, 3 für U 


2 2 

C u f] oe c+d 
Fe Se 

Sie  TUORDENTE. ( 
„an... 2 <f<;,g=5, 
En # 1 2 fii x B_ C C er c+d 
o=|1, u Ar 7. 7 5775 
a c c+d 
=2 3 fü rc a, 
’ 2. c—d C 8 c+d 
o=3,0 fürf=- ae £ Zu 
i c—d ’ C ’ ( ; 
er Eh en Ba . a .. . 

o—( für f 539775 lfürrf=—,g= 5 -2 für / 

7 c+d ! r ER ! c—d ' C Tr d non z x m . 
„= —T- 0= a für f= EA Adere uch Für (h) selbst ergiebt sich 
hieraus das System 

Mm 8 a’ / m h 
h)= 53 z( +6 | ii) tt 24 gi | 1 
( aaa 2 s (f gi, n sE2(( F r ge n n J 
m ‚m I-+1ı 
\ OR l l 1 
(a.) = (0, en, 3m, Im+ 5 Mm, 
ı m ı ’ MN; 
\ l » » \r 
m+lc —. m, ( 
Brent 2" n/ 





wie sich mit Hülfe des Satzes von der Summe mehrerer Systeme leicht 
ergiebt. Aus dem letzten Ausdruck für (k) folgt ferner, dass 


“2 . i . . y 
*) Die Punkte 4m und 5m, welche mit den ihnen benachbarten Eckpunkten des 


1 
Systems in gerader Linie liegen, sind nur der folgenden Umformung wegen hinzugefügt. 
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(n) = (0, Im, Eu m, n -m)+(0, se —, Im )— (0, 5 u 5m) 


FRE PERLE BEER. ANRRR bu 2. fi am. 
+ (dm, mt ge, 3 m)— \„” ‚gmtje" ei m) 
ist. Diese Gleichung lässt erkennen, dass a wirklich ein Viertelsystem 


ist, und wie sich (AR) von ur einfachsten Viertelsystem (k) unterscheidet- 
Es giebt I(r+s )- *)] Werthe von Ah, deren Product mit a zu 


e n.h u 
dem System nz für welche also sen Ru —)=i ist, 
so dass nach (a.) 





Be a +) 


6. ie) 
en zz2el(t4n + + z2zellti09t 4) 


Te 9 @ 





ist. Setzt man ferner (D) = (k), so ist 


er k 
(&.) I1sguR,,( ——) = 


m ep e m 144 ] 
I lc = ym)| (4m, Jim + ar m) 


und nach (b.) 


n 


(E".) (msenru(,)) = 


: i n u ns ; 
Bei der Bestimmung von SI )) mögen (H), (K), (L) an die 
Stelle von (h), (k), (D) treten. .. setze 


(K) = (0, Im, L(m+in), — —-m+in, . (m+ 2in), 


ti er 
m+ ini, sr ur 


(€) 
Fb rn: . 
- (0, lm, Zn, m )+ (> 5 n, Im, I(m+2in), > m+in) 
’ 1-+: 1- we En 
(d.) +(5 m, = m, = m+- Ani, : (m +24n)) 
1-+i I1+i 1+i a I+i Rn 
+(7 m, —-m+in, —-(m+2in), .-m+ Ani), 
1+i . 
= (0, I(m+24n), I (m+2in), 5 (m + 2in)) 
\ ı i j 
+(0, Im, 1 (m+ 240) )— (0, 5m, 5 (m-+ 2in)) 


+( Y(m+24n), 4(m+24n) + 5 m, 2 (m-+ 2in)) 





ä } | 1-+i i 
(5 (m+2in), z(m+2in)+4m, —* (m+2in)). 
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Aus (K) ergiebt sich nach Gleichung (c.) 
((f+gÜ(m+24n)-+Ki”) 
= ((f+gö)(m+2in), (f+ gi) (m +24n)+ Imi”, 


(f+giü)(m+2in)+ HE min, (f+ gi )(m+2in)+ - mi“) 
+((f+gö)(m+ 2an)+ Hemer, (f+gÜ)(m+24n)+1mi“, 
(f+gÖd(m+2An)+tmi”+Ai"n, (f+gi)(m-+ 24n)-+ I+i 


> mi®+ Aion) 
(d.) . 1 N) . 
++ gd(m+ 2in)+ 5 mi”, (f+gÜ)(m+2in)+ 2 mi”, 


’ u RE ER. H er 
Ei tn ie die Ah mithin 


22 


a _ 


++ Id) m+ an) tm, (f+gi)(m+- 2, n)+ u jo rien. 





ö 1 PER u 
(f+ gi) (m+24n)+ m i”+(1-+i)Ai"n, (f+gi)(m+24n)+ 3 mi +Ai®t'n) 


Man setze ferner, wie im vorigen Falle, 

i „m-+2in m. au di Ted Aue N 

(©). (H)= ZEIT + )HEEE((SH +"). 
a m w E 


n n n 
wo f, g, w, f, g, w genau die früheren Werthe annehmen. (H) stimmt 
im Grossen und Ganzen mit dem System 


m+2ın ru ee 
(0, le - -—, Ym+24n), Um+2in)+- 
. n . N 2° n 
1 > i m+2ıin ü i m+?2in\ 
ci 9% \ | 1 w ( L9; j v 
(m-+-2An), 5 (m+24n)+1c nn a mr an), > ce ———, 


Be während dieses aber von sechs geraden Linien begrenzt wird, 
treten bei (H) an deren Stelle gebrochene Linienzüge. Da .nämlich (K’ 
‘ a v. r \ m+2/n 
nicht das einfachste Viertelsystem ist, so sind z. B. zwischen 0 und le 

Bi 2 N 


noch die Punkte 


m m+?2ın m m+24n m, m+2ın m gm+2in m ; 
} ; Eee nn, ‘ L rn n i ‘ F Ei — zn fi “ —_— u; r & ( > . 
In ? n 2n ? n In n In n Rn 


als Eekpunkte des Systems (H) einzuschalten, und ganz ähnlich kommen 
) m+2in ’ . . 
zwischen Le — = und 4(m-+2in) u. s. w. neue Eckpunkte hinzu. Während 
m+2/n 

(0, Mu; ! 


i m+R2in ) 
n 


r an 
‘ C 
nz 


I(m+2in), 


. 
tv 


n 


= (0, I(m+2An), 


I+i i 
f un .) y f L .) . )) 
5 (m+ 2in), 5 (m+2i4n) 








268 Busche, Beweis des Reciprocilätsgesetzes für die biquadratischen Reste. 








m+24n m+24 
+(0, bunten. . 4(m+24n)) — (0, - RT. , „ (m+24n)) 


n 


m+ 24 n 


+(4m+2in), Ym+2n)+, e ’ a +24n)) 


| N An Ati 
(5, (m+24n), „ (m+2An)+3e m, F! (m+2an)) 


ist, möge deshalb 


(H) = (0. U(m-+2in), en (m+24n), -(m+ 24 n) ) 


27 f 
+)0, Je PER, Km+2an)) —\0, 


” n 


i m--2/in 
 \ C P a Pr “ 
n 


1 1-+i \ 
mr > 7. - (m+ 2in), 


5 (m + 24 n)! 


+4 L(m+2in), er 





* n 
13 2, 1 
_ ) 13 (m+2in), 5 (m+2in)+Je 2 er in (m-+ 24 n)\ 


gesetzt werden. 
Ks ist, wie man leicht bestätigt. 


(0, lc mn. l(m+ 2in)) = (0, 4 Im, 1 (m-+24n)) 


n 
ı Hy | | | ee 2 
+ 3(m+2 in), Sm, Im+ch)+\}m+ch, Im, 0, ci 
; m : m+-2/n “ 
+(ci, ch+Llc—, cA+4m)+(0, le ’ ch) 
u. n ” r n 
fıy 93 m-+2An .) 
—($(m+24n), — Im+.ch). 
m-+2in m+2W/n 
Da in ,0, te 1(m+24.n)| die Linien von O0 nach Te : und 
_ N - 
m+?2in c. ir . 
von 3(m+24n) nach Je —— — durch andere Linienzüge zu ersetzen sind, 


so treten an die Stelle der beiden letzten Systeme andere, die man leicht 
in eine Reihe von Summanden auflösen kann. Man erhält auf diese Weise 


24 
0, PR l(m+2 un) = (0, Im, }(m + 24.0) } 


Mr n 
er, Jin\ 1 1 ı\ 2% rel. 1 () ı\ 
+(s(m+Zın), 3m, smtch)t\3mTrch, 3m, V, ch) 


Ä ii m s 
+(cA, ch+lLe . ch+Jm 
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und ebenso 


(9) 











Journal 


ä „, 20+1 m as , 2c+i1 m Ri‘ 
+ 3(0.24, 0.244 5 ‚(o+1)24+ —, —, (0+1)24) 
OÖ n nz n / 
(o U), ® ... | > 1 } 
1—(—1)' ( ’ ce m ce m \ 
| (e—-1)i, (e—-1)4- ‚ch ch) 
T 2 \ ) b/ \ / ’ 2 n ' 2 n P 
, nr ER „. 21 mi 
- 34 (m+2in)—t.24i, I(m+2in)— 1.24: — — ‚ I(m-+24n) 
ae EN 2 n 
% s N 
E70 0 4.55 GE _ BR, 
—(T+1).24i — —, ‚ Ilm+2in)—(T+1)24) 
= n ir | 
d . 
(i u. I, .., - —], wenn d gerade, 7 5 9 i l, wenn 4 J 
( 4 1... 7 un Ik, u 
L/ ‘)  1I/m-+9ıin\- » +9 
yeMmTrEAn), zemTEhn) 5 ( 5 9 (mräım), 
RE I-+1 A a 
zu (1 (m+2in), 3(m+2ın)+ om, — - (m+24n)) 


| 


By 19)n\ 1] I9ıin\L | 19ın\- ILprl: 
| ( 5 (m-+-24n), (m HZihn)+ 5m, z(m-+2in)- m-+-chi 


) J 
er 
+ (4 (m+2in)+ ;m+cki, I(m+2in)+ m, 
- - u: - 
1 j4 = \ | f ' 7, \ R Re. .\ 
(m+2in), Z(m+2in)+chi) 
Bra ED EEE mi, 94 TE 
T(Hmr Ein) echt, Zam+ An) + ch + ze —, zem+Zin)+ch-+- m) 
Y+ . u N Z n Z \ / 2 , 


+ 3(1(m-+2in)+ 0.24, I(m+2in) +0,24: - = 
0’ er 2 - N 
204 | mi 


2 7 


e! : 1 . 
(#9, pr 5] l, wenn d gerade, = #, $,... | | -», wenn d ungerade ist. ) 


‘)7 N u’ TEn5 2; / . ı. #8. \9,:+\ 
I(m+24n)+(o+1)24+ (m+2in)+(o’+1)24i 


1—-(—1 td 5 \ / \oo . . \ / we ma 
er (Im+2un)+(e—1)ii, >(m+2in)+(c—1)Ai+te . 
a En mi , 5 u 
I(m+2in)+cki+lc—, L(m+2An +chi) 
m £ . n ww. / 
1+i i aa OR ar Be 
—3( 5 (m+2in)—tT.24, —— (m+2in)—T.21— | 
vr’ ae , - - ! 2 n 
I+i 2T-+1 m I-+i N 
LE ran. —, : "(mL 9 a\_/rTL 1\92 |) 
ö (m+2i,n)—(T+1)24 5,9 (m+Zin)—(T+1)22) 


(7-0, RE [>]-' wenn c+.d gerade, 7’ h, 3, er > | ,, wenn Hd ungerade ist, ) 

1—(—1) /I-+i 

— ( ) ( — (m+2/n)—(d—1)4., 
2 2 \ 7 \ 7 

1+ 


ö _ m 41 
2 (m-+ 2in)— di — l d r ’ ‘ 
ei 


für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 


ES | m 
-(m+24n)-(d-1N)i— Id, 
‘ ” N 


- 


i 


4- 


(m+24n) di.) 


ww 


Li 
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Aus (e.) folgt 


nH | 
er | 
IT son Kim m+2in = 





(H) h,) 
/ 
m-+-21n m+2in K., 
z22u[(t+n eo) z2EEW [lH re] 
— | r re® ’ 
und mit Hülfe von (d.) wird der E von ö hierin: 
re. 
zEEol((f+ "+" Hzz2o [tt +”) 
Hr (EEZU+ iii she, > 
gw a „"’ w 
wo 2220 die Summe aller zu allen Zahlen f+gi gehörenden w ist. 
Denn nach dem schon erwähnten Gaussschen Satze (Nachlass I, art. 10) ist 
in n al M 2 m - er PB. >  FREEER 
. [+gi)- 773 » (f+g0)- a ze rtMm, 
m-+2 in Hin Mi amt  Irim,., „i 
(f+ gi) 155 Hr, SH) tn Het) | =\ 
und sind die Anzahlen 
Sr. „mt 2Uin 1 a m. m +2ın m. 
fh ) u 4” a w 
(Ha 4 (Hate, 
EN m+2in MM. | 4;w / N m+2ın A+im,.,, 7 | 
+9) n r3 ger "u, (rg) n Ju 2% Ta ) 
und 
pe, „| m+?2in i m-+2/n I+i m ., 
Kr, +, 
„m+2in 1 u he MM zu RE m--2/n PETER ] 
(f- - gt) = + > +4 ‚ (+9) + = +4 ) 
durch 4 theilbare Zahlen, deren Summe gleich 4.5,,, gesetzt worden ist. 
Setzt man 
0, 4m+2in), mt 2in),  (m+ 20 
= (0, I(m+2in), - „5 (m+2in), 5 (m + 24,n) 
folgt aus (e.) Ey 


‚28 K ) 
IISEn Rayl m-+2An 


Eu (0, 4m, $(m+2An))] + | (4 m+22n), Ilm +2in)+ : m, - (m+2An)| 


Be m 





Ferner ist nach (f.) 
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(sen Rola Un )) ö 


} i 4 m+2In 1-4: do 
;m+2n)\ |- | 13m-+2in), Km+23)4 —ce ——.  (m+24n) 


2 n 2 





"fr 


— 


m-+-2/n 
1 6— 
1 
7 n 
Bedenkt man, dass 
z Ww, “ “ r - ” d 1 . J. ee. 1 Er 
((4(m+24n), Im, 1m-+ci))) = I l+ci, 1+4n)] = ‚le 7 I- N cd*), 


r- 1-+i E N \ 
. l/ l f} | » \ 2 e. 
( „ (m+2in), 1( (m-++-2An)- 5 n, I(m+2in)+ 5 m+chi)| 


Ip. ir ., I+6 )] re] i—1 
= 117-5 +cki, 5 + ini) 7! +4 cd, 





2 2 
| 2:2 0. ei\ b 
((4m+ch, Im, 0, ci)) 5; 
ee 4 a i \ 
|(4(m+23n)+ 5 Mm+ chi, I(m-+24n)-+ 5m, \(m+2in), 
i u ec 
4(m+ 24 n)+eki)| = iz, 
Pe 1 m 20+1 m N: 
9.00 | Ä /5+1\2 
(02%, o 2A-+ - Een (o+1)24 + ee 1)27.)| 


re bean ad— 1) 


2 cc+dd 
m 93 9:5 Umt9ıu ee 0 
I(m+24n)—ı2ki, I(m+2in)— T24i — ee 
1 v4 oo f \o9,. 2Tt+1 mi | / \ + ’ \9; r 
I(m+24n)—(T+1)24— — ‚ I(m+2in)—(1+1)24:) 
pi & n zZ \ \ d 

_ 9% an ad— +0 
2 cc+dd  ? 


ist, und dass für die übrigen Ausdrücke in (g.) und (g‘.) ganz’ ähnliche 
Formeln gelten, so findet man durch Einsetzung dieser umgeformten Aus- 


d—bc 
e So gleich 4 setzt: 


(an sen Bat, Br )) | ER 


100, Im, 4(m+ 2im))]-|(3m+2 An), 4(m+2)n): ee (m 2.n)) |+ | E „ | | =. | 
2 


drücke in ($.), wenn man 





2 ni 
D".) ’ | 
2.2, 4 1): 1- Sa Me 4]- 97 FR 
x; 
u +d Or, iur . 
u 14]-: nn [5443] 222[”, 1444] i C 1) [4 44] 
Xi T w = = 





*) Vgl. die Anmerkung auf Seite 264. 
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Busche, Beweis des Reciprocitätsgesetzes für die biquadratischen Reste. 
Aus (6.), (E.), (E"), DJ, (D.), (©) und (8.) ergiebt sich endlich 


(a n. )) - (G m )) 


4 4637775 337251697 70053779 (DE) 


‘ 
FEW PIE We 9 w Fr 


aafet, fe PIRTE Ede 443] 
: ı 





0 


wo 6, tr, 0, r die in (g.) und (g.) angegebenen Werthe durchlaufen. 


4. 
Der Beweis des Reeiprocitätsgesetzes für zwei theilerfremde ungerade 
Zahlen ohne reellen Theiler lässt sich bekanntlich *) zurückführen auf die 


Bestimmune voı = 
3estimmune von 
” -a+bi 


eemeinschaftlichen Theiler und vorläufig positiv sein mögen. Es ist 


ra—bi\ di di 

(( u e (‘ a+2di )) ” (( a+2di )) 
Setzt man in (E)) e=b=0, 4=1, so redueiren sich alle Glieder des Ex- 
ponenten auf Null, bis auf die über 7 und 7 zu erstreckenden Summen, 
die sich aufheben, und das Glied S22o, welches 


gr 


)), wo a ungerade, b=2d gerade, a und b ohne 


d—1 d-+Hl d-+1 d- r 2 N 
HF e +3-(-) =d (mod. 4) 
ist, wenn d ungerade, 
d’ d’ d’ d’ ü 
— (). 1-— +2- 3.— =d (mod.4 
a er ae d (mod. 4), 


wenn d gerade ist,,so dass 
. a—1 h 
re 1 er 2 \\ / 4 ) 
> (A 
a-+bi a+2di Na 
ist. Diese Gleiehung gilt, wie nachträglich ohne Mühe zu zeigen ist, auch 
wenn a und 5b nicht positiv sind. Ist «+5'i ebenfalls eine ungerade Zahl 


”) Vergl. Gauss’ Nachlass I, art. 19 und Eisenstein, Lois de r&eiproeite in diesem 
Bd. 28 


22, 443 | er 5 44: |; E53 Pe A 4] ne ech] 
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ohne reellen 'Theiler mit ungeradem reellem Bestandtheil, so ist 


(a—-bi)(a —bi)\\ _ ( a—bi j) cc bin\\(/a—bi\ /a- bin 
( (a+bi)(a’-+b'i) )) 2uE G r 5) ( a+bi N a es) (( a'+b'i )) 
2 (( aa'—bb'— i(ba’-+ab') )) 


aa —bb'+i(ba'+ab') / 
und nach (E'.) 


f . 4 ! I» a—1 f 17] h, 1 aarht I. 237 
(( a—bi Y)(e ut et tr A > 
! I» . > 
sa-+bi/’/\N a+bi /, 


oder 
PER ( EL a —b'i\ 
I) (- +b' 7’ ı\N a-+bi / )) = 


Um zu zeigen, dass dieses heeiproeitätsgesetz auch für eine zwei- 
sliedrige Zahl «+bi und eine ungerade positive Zahl q gilt, benutzt man 
wieder die Gleichung (E.), nach welcher 


e) (sr) =) 


ım-+Nın m / 


(( un I: (( ) 
\g+8 +-bi) / 


ist. pe man nämlich in dieser Gleichung die positive Zahl A so. dass 


also auch 


q+5d4(a+bi) keinen reellen Theiler hat, und bedenkt, dass 


( g-+SAla-+bi) )) (( q )) 
\ = . J - \ >, 
N a+bı / a-+-bi / 


ist, so folgt aus (7F.) 


‚+-biN\ 
(KR \ ( d Zu ((- 
\Ö * q )) Fr J ))-( 


Aus (5) und (%.) folgt in bekannter Weise, dass das Reciproeitätsgesetz 
allgemein gültig ist, auch für Zahlen mit reellem Theiler. Um die Glei- 
ehung (%.) mit Hülfe von (E".) aus (%.) ableiten zu können, musste die 
verhältnissmässig allgemeine Gleichung (&.) aufgestellt werden; der specielle 
Fall (&.) von (&E.), auf welchem die Herleitung von (%.) beruht, hätte 
natürlich in bedeutend einfacherer Weise gefunden werden können. 

Es ist fast überflüssig, zu bemerken. dass aus (&.) und auch aus 
'E”.) unmittelbar eine Bestimmung des biquadratischen Charakters von I-+i 
abgeleitet werden kann, der sich ja auch aus dem bewiesenen Reeipro- 
eitätsgesetze selbst mit Leichtigkeit ergiebt. 
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Es scheint mir, als ob der hier gegebene Beweis des Reeiproeitäts- 
gesetzes einige Aehnlichkeit mit dem von Gauss im Nachlass I beabsichtig- 
ten habe, besonders auch deshalb, weil Gauss in diesem Nachlass nicht, wie 
in den folgenden, einen rechnungsmässigen Ausdruck für den Deeidenten 
aufzustellen sucht. Ich bin auf diesen Beweis gestossen bei Versuchen, die 

n 


n . . . » 
ang )) und (( )) direct herzuleiten, aut 
m+(l-+i)in m /, 
welche sich ein Beweis des Reeiproeitätsgesetzes gründen lässt, der die 


Beziehung zwischen (( 


ER \ te 
Multiplieationstheoreme des Zeichens (( = )) nicht voraussetzt. 


März 1885. 

















Ueber die Beziehungen zwischen den 28 Doppel- 
tangenten einer ebenen Curve vierter Ordnung. 


(Von Herrn @. Frobenius in Zürich.) 


Die Beziehungen zwischen den 28 Doppeltangenten einer ebenen 
Curve vierter Ordnung hat Hesse (dieses Journal Bd. 49.) auf folgendem 
Wege gefunden: Die Gesammtheit der Flächen zweiten Grades, welche 
durch sieben gegebene Punkte P,, ... P, und einen dadurch bestimmten 
achten Punkt P, gehen, wird analytisch durch eine Gleichung G@(z', x, x 
y’,y,y,y )=0 dargestellt, deren linke Seite in Bezug auf die Coordi- 
naten y'”’ eine quadratische, in Bezug auf die Parameter x“ eine lineare 
homogene Function ist. Die Parameter derjenigen Flächen des Netzes, die in 
Kegel degeneriren, genügen einer Gleichung vierten Grades F(x', x", 2") =. 
Betrachtet man die Parameter als die Coordinaten eines Punktes in einer 
Ebene, so stellt diese Gleichung eine Curve vierter Ordnung F, dar. Die 
Spitzen der in dem Flächennetz enthaltenen Kegel bilden eine Raumeurve 
sechster Ordnung, deren Punkte auf die angegebene Weise den Punkten 
von F, eindeutig zugeordnet sind. Jede der 25 Geraden, welche zwei der 
Grundpunkte P, und P, verbindet, schneidet die Raumeurve in zwei Punkten. 
Die ihnen entsprechenden Punkte von F, sind die Berührungspunkte einer 
Doppeltangente. 

Die Beziehung zwischen den Punkten der ebenen Curve vierter 
Ordnung und der Raumeurve sechster Ordnung ist von Hesse auf rein 
analytischem Wege hergestellt. Die geometrische Deutung dieser Beziehung 
hat er sich dadurch erschwert, dass er sowohl die Grössen x“ als auch 
die Grössen y'” als Punkteoordinaten aufgefasst hat. Betrachtet man die y 
als Punkteoordinaten und die x“ als Linieneoordinaten (oder die y” als 
Ebeneneoordinaten und die x als Punkteoordinaten), so gelangt man zu 
derjenigen rein geometrischen Darstellung, welche Herr Sturm (dieses Journal 


Bd. 70, 8. 229) gegeben hat (oder der reciproken): Die Gesammtheit der 
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Flächen zweiter Klasse, welche sieben gegebene Ebenen E,. ... E, und 
eine dadurch bestimmte achte Ebene E, berühren, wird ein Flächengewebe 
genannt. Diejenigen Flächen des Gewebes, welche in Kegelschnitte dege- 
neriren, berühren jede der acht Grundebenen in den Punkten einer Curve 
vierter Ordnung, z. B. E, in den Punkten von F,. Die Ebenen dieser Kegel- 
schnitte umhüllen eine developpable Fläche sechster Klasse F,. Jeder Be- 
rührungsebene von F, ordne ich den Punkt von F, zu, in welehem der in 
ihr liegende Kegelschnitt die Ebene E, berührt. Dann sind die Punkte 
von F;, und die Ebenen von F, einander gegenseitig eindeutig zugeordnet. 
Durch die Gerade @,,, in welcher sich die Ebenen E, und E, schneiden. 
sehen zwei Berührungsebenen von F,. Die ihnen entsprechenden Punkte 
von F; sind die Berührungspunkte einer Doppeltangente GC). Die gemein- 
samen Berührungsebenen der beiden Kegelschnitte in jenen beiden Berüh- 
rungsebenen umhüllen eine Developpable vierter Klasse, welche in den Ebenen- 
büschel mit der Axe @,,; und eine Developpable dritter Klasse D,, zerfällt. 
Die Doppeltangente @%, ist mithin die Gerade, längs welcher E, von der 
Developpablen (@,,, D,;) berührt wird. Daher ist @\ = @,, die Sehnittlinie 


#777 


— 


von E, und E, und G%) (e«,? =1,...7) die Gerade, längs welcher die De- 
veloppable dritter Klasse D,, die Ebene E, berührt. Die gemeinsamen Be- 
rührungsebenen von irgend zwei Flächen des Gewebes umhüllen eine De- 
veloppable vierter Klasse, welche von einfach unendlich vielen Flächen des 
(sewebes berührt wird, der durch jene beiden bestimmten Flächenschaar. In 
jeder solchen Flächenschaar befinden sich vier Kegelschnitte. Die einzigen 
in dem Gewebe enthaltenen Developpabeln vierter Klasse, welche zerfallen. 
sind die 25 Developpabeln (@,;, D.s). (Sturm, 1. e. S. 224.) 

Nachdem die Hessesche Darstellung so modifieirt und der geometri- 
schen Anschauung zugänglich gemacht ist, kann man leicht die Beziehung 
erkennen, in welcher sie zu den Untersuchungen von Arorhold (Berliner 
Monatsber. 1864, S. 499) steht: Eine Developpable vierter Klasse des be- 
trachteten Gewebes wird von jeder Ebene E in einer Curve vierter Klasse 
K geschnitten, welehe die acht Schnittlinien von E mit den acht Grund- 
ebenen E, berührt. Ist E eine Berührungsebene der Developpabeln, so re- 
dueirt sich K auf eine Curve dritter Klasse. Ist endlich E eine der acht 
Grundebenen, z. B. E,, so hat die Curve dritter Klasse X nur noch sieben 
feste Tangenten, nämlich die Geraden @,. Unter den Tangenten von K 
ist besonders bemerkenswerth die Gerade T, längs welcher E, die betrachtete 
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Developpable berührt. Ordnet man die Gerade T und die Curve K ein- 
ander zu, so entspricht jeder Geraden T der Ebene E, eine Curve dritter 
Klasse K, welche die sieben festen Geraden @,, und die Gerade T be- 
rührt, und jeder Curve dritter Klasse des Uurvengewebes mit den sieben 
Grundtangenten @,, eine bestimmte ihrer Tangenten T. Unter den Curven 
dieses Gewebes giebt es 21, welche zerfallen in den Punkt, in dem sich 
zwei der sieben Grundtangenten @,, und @,; schneiden, und den Kegel- 
schnitt, der von den fünf anderen berührt wird. Dieselben sind die Schnitte 
der zerfallenden Developpabeln (@,;, D,;) und der Ebene E,. Die 21 
(Geraden T, welche diesen zerfallenden Curven K entsprechen, sind die 
21 Doppeltangenten der durch die sieben gegebenen Doppeltangenten @ 
bestimmten Curve F,. Die Aronholdsche Figur ist also der Durchschnitt der 
Hesse-Sturmschen Figur mit einer ihrer acht Grundebenen. 

Nun lässt sich aber, wie zuerst Herr Godt (Inauguraldissertation : 
Ueber den Conner erster Ordnung und zweiter Klasse, Göttingen 1873, vgl 
Olebsch-Lindemann, Vorlesungen über (Geometrie, Abth. 7, Abschnitt VIN) be- 
merkt hat, die Aronholdsche Theorie dadurch vereinfachen, dass man sie 
auf folgenden Satz basirt: 

I. Sind in einer Ebene sieben gerade Linien gegeben, so geht durch 
jeden Punkt ein und nur ein Paar von geraden Linien, welche zusammen mit 
den sieben gegebenen die gemeinsamen Tangenten zweier” Curven dritter 
Klasse bilden. ! 

Aronhold geht davon aus, dass, wenn sieben Gerade gegeben sind. 
jede achte Gerade eine Schaar von Curven dritter Klasse bestimmt, die 
noch eine neunte Tangente gemeinsam haben. Diese beiden Tangenten 
und ihren Durehschnittspunkt nennt er das letzte Tangentenpaar der Schaar 
und seinen Scheitel. Die Gerade T, welche einer Curve K des Gewebes 
entspricht, definirt er als den Ort der Scheitel der die Curve K berührenden 
letzten Tangentenpaare. Aber er erwähnt nicht, dass jeder Punkt der Ebene 
der Scheitel von nur einem solchen Tangentenpaare ist, und er benutzt in 
seinen geometrischen und analytischen Entwicklungen immer nur die Zu- 
ordnung der Geraden T und der Curven K, aber nicht die einfachere Zu- 
ordnung zwischen den letzten Tangentenpaaren und ihren Scheiteln. Wenn 
nun auch die geometrischen Sätze, die auf diesem Wege erhalten werden, 
nur wenig über die Arorholdschen Resultate hinausgehen, so gewinnen doch, 
wie ich im Folgenden zeigen werde, die analytischen Entwicklungen durch 
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diese Modification ausserordentlich an Einfachheit und Symmetrie. Ehe ieh 
aber dazu übergehe, will ich auseinandersetzen, wie man die Hesse-Sturmsche 
Darstellung in ähnlicher Weise vereinfachen kann, wie dies Herr @odt mit 
der Aronholdschen 'T’heorie gethan hat. 


$1. 
(reometrische Entwicklung der Beziehungen zwischen den 28 Doppeltangenten. 

Nennt man die acht Punkte*) P,, ... P;, in denen eine bestimmte 
Fläche zweiter Klasse eines Gewebes die acht Grundebenen E,, ... E; be- 
rührt, entsprechende Punkte, so sind je zwei der acht Ebenen collinear, so 
dass den Punkten einer Geraden in einer Grundebene auch in jeder andern 
die Punkte einer Geraden entsprechen. Speciell entspricht der Geraden @,, 
der Ebene E,, in welcher E, von E, geschnitten wird, dieselbe Gerade in 
der Ebene E,. Die 28 Geraden @{}, welche den 28 Schnittlinien @,; in der 
Ebene E, entsprechen, sind die 28 Doppeltangenten derjenigen Curve vierter 
Ordnung C,, welche bereits dadurch vollständig bestimmt ist, dass sie die 
sieben Geraden @y, ... @, zu sieben solchen Doppeltangenten hat, von 
denen je drei azygetisch sind. (Azygetisch nenne ich drei Doppeltangenten, 
wenn ihre sechs Berührungspunkte nicht auf einem Kegelschnitt liegen. 
Vgl. dieses Jownal Bd. 96, S. 85.) Da den Punkten der Geraden @G,; in 
der Ebene E, die Punkte derselben Geraden in der Ebene E, projeetivisch 
entsprechen, so giebt es auf derselben zwei sich selbst entsprechende Punkte 
P,; und Q,;. Die ihnen in der Ebene E, correspondirenden Punkte sind die 
Berührungspunkte der Doppeltangente @“) mit der Curve vierter Ordnung (,. 

Es ist leicht, diese Sätze geometrisch zu beweisen: Durch neun Be- 
rührungsebenen ist eine Fläche zweiter Klasse bestimmt. Fallen drei der- 
selben zusammen, so ergiebt sich der Satz: 

Il. Eine Fläche zweiter Klasse ist im Allgemeinen vollständig be- 
stimmt, wenn sieben ihrer Berührungsebenen gegeben sind und der Punkt, in 
dem sie eine derselben berührt. 

Kine Fläche eines Gewebes mit den acht Grundebenen E, ... E- 
ist folglich durch die Bedingung, die Ebene E, in einem beliebig auf der- 
selben gewählten Punkte P, zu berühren, vollständig bestimmt. Durch einen 


=) Solehe acht Punkte sind immer die Schnittpunkte dreier Flächen zweiter Ord- 
nung, wie die Betrachtung der Polarfigur des Gewebes in Bezug auf jene Fläche zeigt. 
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der acht Punkte P,, in denen eine Fläche des Gewebes die acht Ebenen 
E, berührt, sind also die übrigen eindeutig bestimmt. 

In einem Flächengewebe giebt es unzählig viele Flächenschaaren. 
Die gemeinsamen Berührungsebenen der Flächen einer Sehaar umhüllen 
eine Developpable vierter Klasse: Jede dieser Ebenen E wird von den 
Flächen der Schaar in den Punkten einer Geraden berührt, nämlich der 
Geraden, längs welcher E die Developpable berührt. Speciell berühren 
daher die Flächen einer in dem Gewebe enthaltenen Schaar jede der acht 
Grundebenen E, in den Punkten einer Geraden. Umgekehrt bilden alle 
Flächen des Gewebes, welche E, in den Punkten einer Geraden berühren. 
eine Schaar, weil die Gerade durch zwei ihrer Punkte und die Schaar 
dureh zwei ihrer Flächen bestimmt ist. Die Flächen des Gewebes, welche 
eine der acht Grundebenen in den Punkten einer Geraden berühren, be- 
rühren daher auch jede andere Grundebene in den Punkten einer Geraden. 
Durehläuft also der Punkt P, in der Ebene E, eine Gerade, so durchläuft 
auch der entsprechende Punkt P, in der Ebene E, eine Gerade. Die acht 
Grundebenen sind folglich durch die obige Festsetzung über das Entsprechen 
ihrer Punkte collinear auf einander bezogen. (Vgl. Reye, Geom. d. Lage, 
2. Aufl. Abth. II, S. 230.) 

Berührt eine Fläche des Gewebes die Ebene E, in einem Punkte 
P, auf der Geraden @,;, so gehen durch diese Gerade drei Berührungs- 
ebenen an die Fläche, nämlich die Ebene E, und die doppelt zu zählende 
Ebene E,, und folglich liegt die Gerade @,; auf der Fläche, und jede dureh 


G,; gehende Ebene berührt die Fläche in einem Punkte von @,,;. Speeiell 
liegt daher der Punkt P,, in welchem die Fläche die Ebene E, berührt. 
auf der Geraden @,;. In den beiden projeetivischen Punktreihen, die dem- 


nach auf dem Träger @,,; vereinigt liegen, seien P,, und Q,,; die sich selbst 
entsprechenden Punkte. Diejenige Fläche des Gewebes, welche die Ebene 
E, in P,; berührt, berührt dann auch die Ebene E, in demselben Punkte. 
Eine Fläche zweiter Klasse aber, welche in einem Punkte P,; zwei ver- 
schiedene Berührungsebenen hat, ist ein Kegelschnitt, welcher die Sehnitt- 
linie @,; der beiden Ebenen berührt. Berührt umgekehrt ein Kegelschnitt. 
der eine Fläche zweiter Klasse des gegebenen Gewebes ist, die Ebene E 
in einem Punkte P, auf der Geraden @,;, so berührt er in diesem Punkte 
auch die Ebene E,. Denn würde er sie in einem andern Punkte P; be- 
rühren, so hätte er drei Punkte mit der Ebene E, gemeinsam, nämlich den 
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Punkt P, und den doppelt zu zählenden Punkt P,, und er müsste daher 


ganz und gar in E, liegen. In dieser Ebene liegt aber im Allgemeinen 
kein Kegelschnitt des Gewebes. Derselbe müsste nämlich die sieben von 
E, verschiedenen Grundebenen E, berühren, also die sieben Geraden @,. 
zu Tangenten haben. Da aber sieben von den acht Ebenen willkürlich ge- 
wählt werden können, so berühren im Allgemeinen sechs der Geraden @,. 
nicht einen Kegelschnitt. 

Ist @, eine beliebige Gerade der Ebene E,, so bilden die Flächen 
des (rewebes, welche E, in den Punkten von @, berühren, eine Schaar. 
In derselben befinden sich vier Kegelschnitte, und daher liegen auf @, vier 
Punkte, in denen @, von Kegelschnitten des Gewebes berührt wird. Die 
Berührungspunkte aller Kegelschnitte des (rewebes mit der Ebene E, bilden 
folglich eine Curve vierter Ordnung C,. Dieselbe hat nach den. obigen 
Entwicklungen die sieben Geraden @,, zu Doppeltangenten und wird von 
G,, in den Punkten /,, und Q,, berührt. 

Da die acht Curven €, prejeetivisch auf einander bezogen sind, so 
entspricht jeder Doppeltangente der Curve C, eine Doppeltangente der Curve 
C;. Insbesondere haben die beiden Curven €, und C, die Doppeltangente 
G,, gemeinsam und werden von derselben in den nämlichen Punkten P,., 


und Q,; berührt. Entspricht der Geraden @,; in der Ebene E, (oder E; 


die Geı ‚ade GV) in der Ebene E,, so sind die sieben Geraden @,, (e=1,...7, 
und die 21 Geraden Ga“) (a, 9 l,... 7) die 28 Doppeltangenten der Curve 


C,. Dies Ergebniss lässt sich auch so aussprechen: 


G,; 


Ill. Alle Flächen des Gewebes, welche die Gerade G,; enthalten, be- 
rühren die Ebene E, in den Punkten der Doppeltangente G‘;}. 

Eine Fläche des Gewebes, welche durch den Schnittpunkt P,,;, der 
drei Ebenen E,, E;, E, geht, muss eine der drei Geraden @,,, @,,, @ 
enthalten. Denn der von P,;, an die Fläche gelegte Berührungskegel zer- 


(7 


fällt in zwei Ebenenbüschel, deren Axen die beiden durch jenen Punkt 
vehenden Geraden der Fläche sind. Da E,, E,, E, Berührungsebenen 
dieses Kegels sind, so gehören zwei dieser Ebenen, etwa E, und E,, einem 
der beiden Ebenenbüschel an (und die dritte dem andern). Daher ist ihre 
Sehnittlinie @,; eine Gerade auf der Fläche. Daraus folgt: 

IV. Alle Flächen des Gewebes, welche durch den Schnittpunkt der 
Grundebenen E,, E,, E, gehen, berühren die Ebene E, in den Punkten der 


drei Doppeltangenten G\), G\), @%,. 
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Allgemeiner bilden, wenn P ein beliebiger Punkt des Raumes ist, 
die Berührungspunkte der Ebene E, mit den durch P gehenden Flächen 
des Gewebes eine Curve dritter Ordnung, welche die Curve ©, in sechs 
Punkten berührt, die nicht auf einem Kegelschnitt liegen, und die zwölf 
Berührungspunkte von zwei solchen Berührungscurven dritter Ordnung, die 
den Punkten P und Q entsprechen, liegen auf einer Uurve dritter Ordnung, 
dem Orte der Berührungspunkte derjenigen Flächen des Gewebes, fir welche 
P und Q harmonische Pole sind *), Damit die einem Punkte P entsprechende 
Curve dritter Ordnung einen Doppelpunkt habe, ist nothwendig und hin- 
reichend, dass P entweder in einer der acht Grundebenen liegt, oder auf 
einer gewissen Fläche achter Ordnung, der Singularitätenfläche des Linien- 
complexes dritten Grades, welcher von den Geraden aller Flächen des Ge- 
webes gebildet wird **). Einem Punkte P in der Ebene E, entspricht eine 
Berührungseurve dritter Ordnung, welche P zum Doppelpunkt hat. Sind 
P und Q zwei Punkte in der Ebene E,, so liegen die zwölf Berührungs- 
punkte der beiden ihnen entsprechenden Curven dritter Ordrung auf einer 
Curve dritter Ordnung, welche auch durch die beiden Punkte P und Q geht. 
Legt man durch die sechs Berührungspunkte einer solehen speciellen Be- 
rührungseurve dritter Ordnung (welche einem Punkte in der Ebene E, ent- 
spricht) und durch ihren Doppelpunkt eine beliebige Curve dritter Ordnung, 
so schneidet diese die Curve C, in sechs weiteren Punkten, in denen sie auch 
wieder von einer bestimmten Berührungseurve dieses speciellen Systems 
berührt wird. y 

Während in der Hesseschen "Theorie alle möglichen Berührungs- 
curven dritter Ordnung (eines der 36 Systeme) auftreten, (welche den Punk- 
ten des Raumes eindeutig zugeordnet sind), werden in der Darstellung des 
Herrn Godt nur die zuletzt erwähnten speciellen Berührungseurven benutzt, 
(welche den Punkten der Ebene E, entsprechen). Nach Satz I entspricht 


*) Ist die Fläche ein Kegelschnitt, so redueirt sich die Bedingung, dass P und 
() harmonische Pole sind, darauf, dass einer der beiden Punkte in der Ebene des 
Kegelschnitts liegt. Durch P gehen die Ebenen von sechs Kegelschnitten und ebenso 
durch Q@. In Bezug auf diese zwölf in Kegelschnitte degenerirende Flächen sind P 
und Q harmonische Pole. 

*#*) Nach einer Angabe von Cayley (Salmon, Geom. of three dim. ed. 3, pag. 188, 
Anm.) ist die Diseriminante der in $7 mit H(x, y) bezeiehneten Funetion dritten Grades 
von x, x", x" gleich AB’, wo A und B ganze Funetionen achten Grades von yÜ, 
y,y',y'" sind, und A=0 das Product der Gleichungen der acht Grundebenen ist, 
B=0 die Gleichung der oben erwähnten Singularitätenfläche. 
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jedem Punkte P der Ebene E, ein Paar von geraden Linien, die sich in P 
schneiden. Dieselben sind die Schnittlinien von E, mit der Fläche des 
(Gewebes, welche E, in P berührt. In der obigen Darstellung spielt daher 
der Satz II dieselbe Rolle, wie in der G@odtschen 'T'heorie der Satz I, und 
diese Darstellung steht zu der von Godt in derselben Beziehung, wie die 
Hesse-Sturmsche 'l’heorie zu der von Aronhold. 


N 2, 


Ueber das letzte Tangentenpaar, dessen Scheitel ein gegebener Punkt ist. 

In Bezug auf ein gegebenes Coordinatendreieck bezeichne ich die 
Coordinaten eines Punktes x mit €, x”, x’ und die einer Geraden « mit 
“«, a, a . Sind sieben (projeetivisch unabhängige) Geraden gegeben, deren 
,'° a, die Coordinaten a,, a;, a; hat. so definire ich sieben Constanten 
91». 9 durch die identische Gleichung 


!) m» rm» A ı AA ! 


rt, &, 0,0% , 9,04, | = Zgir,, 
in weleher r,. ... r; willkürliche Grössen sind, und die linke Seite die 
Determinante siebenten Grades bedeutet, deren Zeilen man aus der einen 
hingeschriebenen erhält, indem man 4=1, 2, ... 7 setzt. Bezeichnet man 
eine homogene Function f(a,a”,a”) der Variabeln a‘, a’, a" kurz mit 
f(a), so sind die Verhältnisse der Grössen g, vollständig dureh die Bedingung 
definirt, dass für jede homogene Funetion zweiten Grades f;(a) die Gleichung 
(15 :Eanhle) = 0 

besteht. Die aus den Coordinaten dreier Geraden a, b, ce gebildete Deter- 
minante bezeichne ich im Folgenden mit 


! zZ rm 


ie 
(FH TE DE 
"au a 
Setzt man dann 
las = (@., 4 G,), 
so Ist 
/») w” » ” » * w: » 
2) €: = hunlasrlesrlesr —Tusrfasrfasrlasıs 
wo <= +1 oder —1 ist, je nachdem «,«, 5,/', y,y, 4% eine eigentliche 
oder uneigentliche Permutation der Zahlen 1. 2. T ist. 


Sind a, und a, zwei weitere gerade Linien, so besteht die nothwendige 


und hinreichende Bedingung dafür, dass es unendlich viele Curven dritter 
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Klasse giebt, welche die neun Geraden a, zu Tangenten haben, in der 


Möglichkeit, neun Grössen k, so zu bestimmen, dass für jede homogene 
Funetion dritten Grades f(a) die Gleichung 

8.) Zk,hla,) = 0 F=1,...9) 
besteht. Setzt man in derselben f;(a) = (za + ra" +z"a")f,(a), wo f,(a) 
eine Function zweiten Grades ist, und 


! zZ; 


! mm ım rn m Z 1:4 ! Er , N „ Mr f 
(4) 2.5. -%,%, EZ = H-Am, € = m —a,u, 
die Coordinaten des Schnittpunktes der Geraden a, und a, sind, so er- 
hält man 


=, k,z,f.(a;) you V, 
wo 
5.) w„etaeta,c = 5; 


ist. Aus der Gleichung (1.) folgt mithin, dass sich die sieben Grössen kr, 
wie die Grössen g, verhalten. Ich setze daher 

, 9 

k, a 2 


Sind y', y', y' die Coordinaten eines willkürlichen Punktes y, ist 


6.) ay+taytay =y, 
und setzt man in der Gleichung (3.) f;(a) = (ya+y'a’+y'a'\f,(a), so er- 


( A J 


2 f:(a,;) = ksysfı(as)+ kayaf,(a 
Tr \ > “ [r 
Sei h(y,y',y') eine willkürliche homoeene Funetion zweiten Grades und 
JH N 
(8) Au=h.=hla,a, —a,a, a,a,—a,a, aa —a'a 
Nach Gleichung (7.) ist dann 


d; 7; 
NY h,; 9% — Ysi,s t h U Rn 
X, 


/ 


und daher 


B>7 WEL LuE 22 De er 9er + hy Ih. 
x.) Fe 7 x 2 a: 
Nach derselben Gleichung ist aber, weil Aa=hu=(0 ist und nach 4 
ho = h(x) ist, 
5 en h,, = koyoh(z), 3 en h,o = hysh(x 
x 4 x I 


und folglich 


m. II YrY 
Shı — 2 hrkoysYoh(x). 


x.d Let 
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Setzt man also 
(9.) z! h,; 9:9. Y«Yi Be ns 2L(z,y)h(x) 
t 7,7) II(x;) , 


so ist die ganze homogene Function zweiten Grades L(x,y) der Variabeln 
Y.Y,y bis auf einen eonstanten Factor gleich ysy., und L(x, y) = 0 ist 
die Gleichung der beiden durch den Punkt x gehenden Geraden, welche 
zusammen mit den Geraden a,. ... a; die gemeinsamen Tangenten zweier 
CUurven dritter Klasse sind, 


Jeder Punkt ist der Scheitel eines letzten Tangentenpaares. 

\Wird jetzt L(x,y) als Funetion der Coordinaten der beiden willkür- 
lichen Punkte x und y durch die Formel (9.) $ 2 definirt, so ist umgekehrt 
zu zeigen, dass die Gleichung L(r,y) =, falls x ein beliebig gegebener 
Punkt ist, zwei gerade Linien darstellt, die sich in x schneiden, und zu- 
sammen mit den gegebenen Geraden a, ... a; die gemeinsamen Tangenten 
zweier Curven dritter Klasse sind. Zunächst behaupte ich, dass L(x, y 
von der Wahl von A(x) unabhängig und in Bezug auf die Coordinaten von 
r eine ganze Function dritten Grades ist. Um dies zu beweisen, nehme 
ich für A(x) das Produet zweier linearen Functionen 


"4 N y (v) ,(v) ee £ . ys (v), (v) m v4 y 
1) Sa a = f(x), zb ar = ge). 
Setzt man 
(2.) fa = (a, (Us a,), Ir = (b, 4, a;), 


so werde ich zunächst zeigen, dass der Ausdruck 


f N 4x9, Y,Y) 
\ 11 LT), Sf P7| 9, 3 — M 
/ Y,h 7, Fi fi 


als Funetion der Grössen a und x durch f(x) theilbar ist. Sind z und! 
willkürliche Punkte, und setzt man 


za): = 3, sr) =, 
. 
so ıst 
! rr Zu ! „ ı a/ \ 
aa a ee fi) z, &; 
N | ZE ! Zi m » 
u ia rel) B 
’ zZ ’ 7 ı rss 
DE wi a IM l, i 


-3,/Ö), 
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und daher 


/ \ KN w/, 4,93 YaYı 
(2,2,!)M = f(2)&(2,h- 2,1,)9,; _ 
#4 eh es 
n a 9:Y F / » \ u) 
+3 —— (3, fH-Lfl2))(E 9.9 Yr) 
; r; | ; ei 
N . I-Yx fm ; . 
+2 (t,f ©, —s,[ { ) PAR Yı, 
z L, 2 


Auf der rechten Seite dieser Gleiehung verschwindet aber das zweite und 
dritte Glied, weil nach Formel (1), $ 2 

y Hi . iR 

— 99:9: =V, — IıIerYi = 0 


ist, und daher zeigt dieselbe, dass M durch f(x) theilbar ist. Ebenso ist 
M durch g(xz) theilbar. Setzt man also 


IN - ’ . 4,9; Y.y) B 5‘ a FR 
(3.) (Ne) fg. 2 = —2L(z,y)f(z)g(®), 
. “,% L,.L) 


so ist L eine ganze Function dritten Grades von x, x, x, die von den 


Unbestimmten a, a’, a’, b, b’, 5b’ unabhängige ist. Entwickelt man daher 


oo. 


nach den letzteren (zrössen, so zerfällt die Gleichung (3.) in sechs Grlei- 


chungen. Multiplieirt man diese mit willkürlichen Constanten und addirt 
sie, so erhält man die Gleichung (9.) $ 2. In Bezug auf die Coordinaten 
jeder der sieben gegebenen Geraden ist Z(x, y) eine ganze Funetion fünften 
(rrades. 
Die symmetrische bHineare Function 
(4, sn, IR _ 2L(x; y,s)h(x) 
a 5 ee 
u... u Du | +) 


der beiden variabeln Punkte y und z geht für y=x in 


VE \ 
> - N g,h,; 
4 2; I: ah 
über, und dieser Ausdruck verschwindet, weil nach (1.) $2 FEg,h,=0 


ist. Die durch die Gleichung (9.) $ 2 definirte quadratische Funetion L(x, y 
des Punktes y verschwindet folglich für y= r von der zweiten Ordnung. 
Daher ist Z eine ganze Funetion zweiten Grades der Determinanten 

) zy -zy=-W, zu =, sy-zy = 
deren Coeffieienten lineare Funetionen von x sind, 


rs ! 
« 


L(z,y) = {(Ve+V'ce + Ver) 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 
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wo F, #7, V” quadratische Funetionen von « sind. Dieselben sind nich 


ersetzt werden, wo w eine beliebige lineare Funetion von «a ist. Da- 


veren sind 
X = V"- N, Het -Ei, ei! 
völlig bestimmte kubische Funetionen von «a, zwischen denen die identische 
(Gleichung 
6.) WX HH X + X" = 0 


besteht. Den Gleichungen (5.) genügt man, indem man 


2 A 


(GV) Eau -au, Lea ua, "= —a!, 
m‘ ! Zi 24 m Zi 1 ı ! ! ! rn ! ! ! ! 
8) y=-bu-bu, y=bu-bu”, y"=bu'-b'u 
setzt, wo a und b willkürliche Grössen sind, und die Determinante (a, b, u 
mit ? bezeichnet. Mithin ist 


! ! 2 


9) Law --au,..;bu’—bu,...) = (ab,u (X +a'X'+a"X"), 


Nach Formel (9.) $ 2 verschwindet Z(x,y), wenn 2, =y;=0 ist. Daher 


wird die Gleichung 
(109) AX+a' X 4a" X" = 0 

durch jeden der sieben Werthe #=a, befriedigt. Der Identität (6.) zufolge 
venügt ihr auch u = a. 

Die drei Funetionen A, X, X sind linear unabhängig. Denn sonst 
könnte man a so wählen, dass die Gleichung (10.) für alle Werthe von u 
erfüllt wäre. Der Gleichung (9.) zufolge wäre daher L(xz,y) = 0, wenn y 
beliebig ist, z aber der Gleichung f(x) = Fa” z”’= 0 .genügt. Daher wäre 
L(x,y) durch f(x) theilbar. Da nun L(z,y) für y=x von der zweiten 
Ordnung verschwindet, so müsste sich der Quotient als ganze Funetion 
zweiten Grades der Determinanten (5.) darstellen lassen, wäre also gleich 
EV, wo V eine quadratische Function von « ist. Demnach wäre V” = a”’] 
und mithin X = (au —a"u')V, .... Da nun die drei Funetionen XV) für 
die sieben Werthe «= a, verschwinden, so müsste (da a mit einer der Ge- 
raden «a, zusammentallen könnte) der Kegelschnitt VY=0 mindestens sechs 
der Geraden a, berühren. Ich habe aber vorausgesetzt, dass die sieben 
verebenen (seraden projeetivisch unabhängig sind. 

Ist nun x ein beliebiger Punkt, so stellt die Gleichung L(x, y) =) 
zwei gerade Linien dar, die ich das dem Punkte = entsprechende Linien- 


vollständig bestimmt, sondern können durch V+ww, V"+twu, V"+wu 
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paar nennen werde. Ist « eine derselben (also die Verbindungslinie des 
festen Punktes x mit dem veränderlichen Punkte y), und ist a irgend eine 
durch x, b irgend eine durch y gehende Gerade, so lassen sich z und y 


auf die Form (X.) 


und (8.) bringen, und mithin folgt aus der Gleichung 
L’xz,y)=0 die Gleichung (10... Jede der beiden dureh die Gleichung 
L(x,y) = 0 dargestellten Geraden berührt also alle Curven dritter Klasse, 
welche (10.) darstellt, wenn man für a alle durch z gehenden Geraden 
nimmt. Da alle diese Uurven auch die sieben gezebenen (seraden berühren. 
so ist damit gezeigt, dass für einen beliebigen Werth von x die Gleichung 
L(x,y) = zwei gerade Linien darstellt, die zusammen mit den sieben ge- 
sebenen Geraden unzählig viele Curven dritter Klasse berühren. 


Setzt man in der identischen Gleichung (9.) oder 


! ss zj 


Da ER, ae) el, u 8 
fir die willkürliehen Grössen a’. a. a’ die Funetionen V'. V”’. FT, so 
erhält man 


LX;bu —b"u,... 0. 


Die Funetion L(X, y) verschwindet also, wenn Zu”’y’—= 0 ist, und ist 
folglich durch Fu”’y”’ theilbar, 
Al) LAY) = naytuay Hy KUyHlUyHUTy"), 

wo g, eine Uonstante ist und U’, U”, U” ganze Functionen achten Grades 
von a sind. Durch die Coordinaten einer der beiden Geraden #, welche 
die Gleichung ZL(z, y)= 0 repräsentirt, lassen sich also die der anderen U 
als ganze Functionen achten Grades darstellen. (Geiser, dieses Journal 
Bd. 67, 8. S0.). Der Punkt x, in welehem die eine der beiden Geraden 
a von der anderen geschnitten wird, ist nach Gleichung (11.) durch die 
Formel 


T x z' 


% 
bestimmt. Die beiden dem Punkte x entsprechenden Geraden a und U sind 
die beiden von a, ... a- verschiedenen Lösungen der Gleichungen 

X u 

> Fa" er“ | u 
Unter den Coordinaten des Schnittpunktes der beiden Geraden a, und a, 
sollen in dem Falle, wo nicht nur ihre Verhältnisse in Betraeht kommen. 
die Determinanten 
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ı A 


(12) a,0;-a,a;, a,a,—a,0;, 4,05—-4,4, 
TAyuTs 1 > ‚Ay | } ’aA } * |: N / 1 } P} r } N ] ’pa ö 1 nn r . 
verstanden werden, welche das Zeichen wechseln, wenn man « mit  ver- 


! 


tauscht. Setzt man diese Werthe für z, x’, x” in L(xz,y) ein, so erhält 
man nach (9.) $ 2 
(13.) . Lia,y) = le, P, ePly.ys; 


/ 


falls man zur Abkürzung 


(44) [es P, ap] = —9.95H1 (fai) 


4 


setzt, wo 4 die fünf von «@ und P verschiedenen Indiees durchläuft. 
Da L(x,y) für y= x von der zweiten Ordnung verschwindet. so ist 
(15.) L(z;y,2)—L(z,y)L(z,2) = I(z,y, 2)’F(x), 
wo F(x) eine ganze Funetion vierten Grades von x ist. Im Sehnittpunkte 
12.) der beiden Geraden a, und a, hat dieselbe nach (13.) den Werth 


/ 


(16.) le, P, «PT. 


Wendet man also die Bezeichnungen (1.) und (2.) an, so hat der Ausdruck 


i ER EERE z ; „a 0,0: 
Y= Fa)f@)+3H(®) (3 f.|2;, #, #4] . ) 
TR 2.4 TI,%, ’ 


im Schnittpunkte von a, und a, den Werth Null. Die Curve fünften Grades 
’=0 hat daher mit der Geraden a, die sechs Punkte gemeinsam, in denen 
diese von den (Geraden @, ... a, geschnitten wird, und mithin ist V durch 
x, theilbar, und ebenso durch &;, ... &-. Da aber die Funetion V nur vom 
fünften Grade ist, so verschwindet sie folglich identisch, und mithin ist 


BR? 2f(x)F(x) j  Q2 
(17. _ = ui. Iy 4 2, 


Die Coetficienten von F(r) sind also ganze, ganzzahlige Functionen der 
Coordinaten der sieben gegebenen Geraden, in Bezug auf die Coordinaten 
jeder einzelnen vom zehnten Grade. 


$.4. 
\nalytische Darstellung der 28 Doppeltangenten dureh sieben unter ihnen. 
Die Grleiehung (9.) $ 2 zeigt, dass Z(x, y), wenn y der Bedingung 
y,„=0 genügt, durch x, theilbar ist. Ist daher y der Schnittpunkt der 
beiden Geraden y,=V und y;=0, so ist ZL durch x,.x; theilbar. Der 


(Juotient ist eine lineare Funetion von r, die ich mit 
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(1) Das Eu = 0,7 +0,,2" +a,,E" 
bezeichne. Dieselbe ist durch die Gleichung 
„ 


(2) La; 9% —@, @, -..) = 2,88 


definirt *). Damit diese Gleichung auch für «= /£ richtig bleibt, setze ich 


£,.=0. Nach Formel (9.) $ 2 ist 
(3, —2r,,h(x) u 9x9: [zorfior 
. II! («;) ya 2%; 
Setzt man z. B., indem man auf die Symmetrie verzichtet, h(x) = x,r;. so 


erhält man **) 


(#.) ug = %::fafhsherfhrtı + RN lulsßrforte + gı gef fi sfıwrfe L; 
Die Coeffieienten von a,; sind also ganze ganzzahliee Funetionen der Üo- 
ordinaten der sieben gegebenen Geraden, in Bezug auf die vona, (und a 
vom sechsten Grade, in Bezug auf die jeder der fünf andern Geraden vom 
fünften Grade. 

Mit Hülfe der linearen Funetionen z,; lässt sich die Funetion L(x, y 
in einer sehr einfachen, aber unsymmetrischen Weise ausdrücken. (Verl. 
(rodt, Lindemann 1. ce. S. 1011.) Da sie für y=x von der zweiten Ord- 
nung verschwindet, so lässt sie sich als ganze Function zweiten Grades 


der Determinanten 


sy, en = U, ZU EN, SU, NEN. = U 


darstellen, . 
ka,kla,y) = ZX,U U, (u 7), 
deren Coefficienten A, lineare Funetionen von x sind. Setzt man y, = y; =, 


so erhält man 


*) Das Vorzeichen von &,; ist mit Rücksicht auf die Gleiehungen (15.) und 
(16.) $ 10, das von L(z,y) mit Rücksicht auf die Gleichung (16.) $S8 gewählt. 
*#) In seiner Schrift: Abriss einer Theorie der Abelschen Functionen von drei 
Variabeln beweist Herr Schottky (5. 45) die Existenz einer Thetafunetion dritten Grades 
&®L,+2&nL,+2&$L,+m’L,,+2n&L.+ÜL,,, 
welehe für 

E=b,9 —c,b, n = 0, —a,.c, = a,b —b.a; 
gleich 0,0,0,, wird. Ersetzt man seine Zeiehen &n, £; u, w, u”; a,, b;, & dureh 
! [2 Ber. ! r 22 A A m ’ R Ri . y fe) / 
y‚,y‚,y;z,2,= ,a,,ad,a,,so zeigt die Formel (2.), dass L(x, y) das Aggregat 
der Glieder dritter Ordnung in der Entwicklung jener T’hetafunetion nach Potenzen 
von u, a’, u ist. Die Formel (4.) ist mit der von Herın Scehottky, S. 35 entwickelten 
Gleichung (81.) identisch. 
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2,T; = A „20; + A020, — 2X 0,8, 


0.7 


Daher ist X,, durch z, en a ehe, Wa PR Constante ist. 


Ebenso ist A,;; = k 
Mithin ist 


‚7 


%;, A,,= kz, und folglich 2X, ;, = k,a;+tk,;,r,—ı, 


fs, L(&,y) = -(2;, U; U,+2,U,U,+2,U0,U,)+(Fk,U,)(Zx,U,), 
also, weil Fx,U, =0 ist, 
ER La ‚y) = sy (Bay Dzyu)(PuY,— E,Yu) 


KE 3 ; \y 
A+ 2,.(E;Y,— E,Y;) E- —EYs) + 8.52, Ya Ta Y,)E,Ys—LsY,). 
Setzt man diesen Ausdruck in die Gleichung (15.) $ 3 ein, so erhält man 


fa, F(z) = aa, + %50%,0 + 8, 05 — 2809 Ca, Ca, — DE;, 0a, C, 


(6.) 
Be — 21,,%,5%,%; = N(Va,2,,+V/2;,2,.+Ve,2,;), 

wo N die Norm bedeutet. Daher sind die 21 Geraden a,, zusammen mit 
den sieben Geraden a, die 25 Doppeltangenten der Curve vierter Ordnung 
F(x)=0. Dieselbe ist nach Formel (17.) $ 3 durch die sieben Doppel- 
tangenten a,, welche willkürlieh angenommen werden können, eindeutig 
bestimmt. 

In symmetrischer Weise kann man die Funetion L(z,y) durch die 
Funetionen x,; so ausdrücken: Ist k(y) eine beliebige ganze Function dritten 
Grades von y und &,; ihr Werth im Punkte (12.) $ 3, so ist 

(7.) —2L (z, y)k(y) 

Iyı) 
Denn multiplieirt man die Differenz zwischen der linken und rechten Seite 
mit //(y;), so erhält man eine ganze Function fünften Grades von y, die 


I, IE, FT, 


Shan 


nach (2.) für 9, = y; = UV verschwindet und daher identisch Null ist. (Vel. 
den Beweis der u (17.) $ 3.) 
SD. 


Die Determinante dreier azygetischen Doppeltangenten. 


Schreibt man der Symmetrie halber für x, auch 2,= 2, (zw = 0), 


so nenne ich drei verschiedene Doppeltangenten a,,, a,,, a 


„.» Syzygetisch, 
wenn die Anzahl der Indiees O0, 1, 2, ... 7, welehe unter den Indices 


z 


uw» 


‚4, u, v, 0, 0 unpaar mal vorkommen, gleich O oder 4 ist, azygetisch, 
wenn sie gleich 2 oder 6 ist. Die Determinante 


2 | | 
(1) (as, Au; 4) = |[#l, ur, 00] 
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lässt sich dann, wenn die drei betrachteten Doppeltangenten azygetisch sind. 

als Product aus den Determinanten dritten Grades f,;. und den Determi- 

nanten sechsten Grades g, darstellen, wenn sie aber syzygetisch sind, nicht 

auf diese Weise, sondern nur als eine Summe von zwei solchen Produeten. 
Aus Formel (4.) $ 4 folgt 


(2. 


: 1, 2, 61] — 91 9: fie: Fas: fızs fızafı25- 
Mittelst der Formel (4.) $ 4 kann man alle Doppeltangenten durch drei 
unter ihnen ausdrücken und so die Determinanten (1.) sämmtlich berechnen. 
Drückt man z.B. x... 2. x, durch z,, z;, x, aus, oder was auf dasselbe 
hinauskommt, benutzt man die identische Gleichung 

[4, 12, 13][4, 5, 6] = [4, 12, 5][4, 13, 6]-[4, 12, 6][4, 13, 5 
und setzt für die Determinanten auf der rechten Seite ihre Werthe aus deı 
Formel (2.) ein, so erhält man 


) 


oder weil der Ausdruck in der Klammer nach Formel $ 2 gleich g- ist. 


3) (12, 13, 4] = 899969: fa: fasfar fans Fass 

Der Factor & ist gleich +1 und ist (hier und im Folgenden) nur darum 
hinzugefügt, weil er in —1 übergeht, falls man die Indices 1,2,... 7 dureh 
eine uneigentliche Permutation derselben ersetzt. 

Weiter findet man mittelst der Identität 
[12, 13, 23][12, 5, 6] = [12, 13, 5][12, 23, 6]—-[12, 13, 6][12, 23, 5], 
falls man für die Determinanten auf der rechten Seite ihre Werthe aus der 
Formel (3.) einsetzt. 


123, 31, 12] fss« . — 9,95 969: [sö; fs: Fiss fası f Se huhe;). 
also weil der Ausdruck in der Klammer gleich fo fsss 1St. 
4) 123, 31, 12] = 995995 fir fsurfanfasıfass- 


Endlich ergiebt sich aus der Identität 
[12, 13, 14][12, 5, 6] = [12, 13, 5][12, 14, 6]-[12, 13, 612, 14, 5 
die Formel 
(12, 15, 14] = 5 9Hfr —Fasfiwfnfs + Frfsshsfs). 
also weil der Ausdruck in der Klammer gleich g, ist. 


(9.) 


(12, 13, 14] = 29,99,95909: [ser- 
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Die übrigen Determinanten können auf diesem Wege nur durch 
ziemlich eomplieirte Umformungen erhalten werden. Deshalb schlage ich 
bei ihrer Bereehnung einen anderen Weg ein. Benutzt man in der Formel 
2.) $ 4 die Darstellung (5.) $ 4 der Funetion L(x, y), so erhält man 

a 4 ° a . En . ’ \ . . » Sf \ 

oz (zıfaas . fin A lau; a %;fia5) +73, (a f3a5 1; X; f2.;) (zufıus — fra) 


I I; 2 (azfı aa I faa5, (Zafıus Bu Tofsu5) au fıas LT, T; T,5s 
also weil 


Cu f2u3— Eafıas - —2,.fast&sfıe 


ist, 
To; (=, fi 2 Fir) Kafız; So z;fi3.) +33, (z.fa; - zz.) uf; u; Taf.) 
+22 (@,fs1s— Eahsıa) Cases sfr.) = Fra EsEap 
Daraus tolgt, dass der Ausdruck 
(6.) Tafzufreat Taf: afzsa + Lrefzsafsın = t,fızfı2. 
durch x, theilbar ist, dass also fi, eine Gonstante ist, die für@ae=1, 2,3 
verschwindet. Setzt man 2, = x, =(0, so erhält man 
123, 31, 121 .fı. = le, 31 12lfafı. 
und daher nach (3.) und (4.) 
fı23 = 5 %Iılson Fiss = — 94969: faor, 
fi236 - 9:959: [7 fı23: = — 4495 96 [as6- 
Daher ist z. B für «=4 [vgl. Riemann, Ges. Werke, S. 465, Formel (17.) 
und (18.)| 


(7) ir — Hs Hlssılım 
j er a Fiat Fesutusshhne 


Setzt man den für x, geiundenen Ausdruck (6.) und den analogen für «; 
in die obige Formel ein, so erhält man 

‚gg‘ | Ta (faafıe + fsısfı2a) + Zz(fızafes ; + fi2sf3) + 2 fafsıs + fasfaıa) 

(8. | 

| = fi (fı.%5 T 12348.) + fı3%.;- 
u B mt ra=- 1 9»% 

(9.) fatı + far t fiaeı + fa Ca = VÖ 
und füre=3, 9 =4 
Gut + for Tai un fı23%3, + fı234%3- 


Nun ist aber nach (6.) 


Sutat far) = Suharız + fifa 


Ty 





Dal 


(vg 


Set: 


Nu 


Fer 


alsc 


Mit 


Set 


alsc 


Zu 


abe 


alsı 








Daher ist 


(10.) buherır  fafıa Ca = hal far —fı 3.04) = fs. (fıs 3 - fa 8ı) 
(vgl. Aronhold ]. ce. S. 505.) 
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Setzt man in der Formel (8.) für x, und x; ihre Ausdrücke aus (6.) ein, 
0.) | D, 


so erhält man 


2 Me » ar; u » . 
-NafızafızaaCas urn 23 (fıcfıas— Baısfız.) (fıecfıas—fırsfı2. 
1 ’ / N rd » ” N 
rFT,z, Sızafızs — fıesfıza, faafızza— fasfıee 
f4 . ww, 
+ 22 f.fıas- fasfhıe Raiafızzs -Bısfrsa)- 


Nun ist aber für ae=4 =D 


hafızss— fı2sfi234 u | (fı fa 9a 7 fi: »,f567 95) 969;- 


Ferner ist nach Formel (1.) $2 I; fh» f;;; = V oder 


4 
Gfıfsor + Yufızfar + 9sfı2sß56r = WU), 
also 
fıaafı23s — fıasfi2ss = ;%Hfı3f36;- 
Mithin ist 
FE ER 2. S. 2 
(13) Alla 0 ee 
9,9: 95 hhorfasrhss: Ilm Ialası Ilse: 
Setzt man nunmehr in der Formel (10.) #5 =r,=(0, so erhält man 
[12, 1, 2 uf Zn; 134, 1, 2 \fızsfı2» 
also nach (2.) 
12) [12,1,2]= gefahafnfne. 
Zu dieser Relation kann man auch gelangen, indem man die für L(x, y 
abgeleitete Darstellung (5.) $4 in die Formel (13.) $ 3 einsetzt. 
Setzt man ferner in der Formel (10.) 2, = 2,=0, so erhält man 
(34, h; 12 fisfı.. ra —fız2 1234| 2, l, 12], 
also nach (12.) 


(13) [1,12 34] = eg, 999 flsnfısfafr 
Setzt man in der Formel (9) 2.= 2, =0, so ergiebt sich 
full, 12, 13] = —fıs[14, 12, 13], 
also nach (D.) 
(14) [1,12, 13] = - :99999:he 


Setzt man endlich in der Formel (11.) 2, = x; 


> 


145, 12, 13], sfrfsor = |23. 12, 13] 9; far f6r- 


Journal für Mathematik Bd. XUCIX. Heft 4. 38 





—= U), 80 ergiebt sich 
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und daher nach (4.) 


(15.) 112, 13. 45] = 92959495969 f23 Faso Fass fas- fa65- 

Die entwickelten Formeln lassen sich auf eine geringere Anzahl 
zurückführen, indem man folgende Abkürzung einführt. Sei fi. = f.:. 
Dieser Ausdruck wechselt das Zeichen, wenn man zwei der drei letzten 
Indiees vertauscht. Ich setze fest, dass er auch das Zeiehen wechseln soll. 
wenn man den Index 0 mit einem der drei letzten Indices vertauscht, so 


dass z.B. u = —fas; Ist. Ferner sei 
(16.) [apys u eg Jugvlinrs 
wo e= +1 oder —1 ist, je nachdem aPydAur (oder Auvrapyd) eine gerade 


oder ungerade Permutation der sieben Indices 1,2, ... 7 ist. Dann wechselt 
auch f,;,; das Zeichen, falls irgend zwei der Indices vertauscht werden. 
Setzt man 

417) =), Y9= lg), 


so kann man die Gleichung (16.) auf die symmetrische Form 


19.1951 9, golaars = VgV giVgu glas 
bringen, wo e=+1 oder —1 ist, je nachdem aPydziur (oder zAuvapyd 
eine gerade oder ungerade Permutation der acht Indices 0, 1, .... 7 ist. 
Bei Anwendung dieser Bezeichnungen kann man die oben entwickelten 


“ormeln durch die drei folgenden ersetzen: 


18.)  g.lep, ey, @d] =  gufuss; 

f \ Di, Fr Fr Bi: 1 £ \ 

(19) Hy yo, ePl= 9 as); 

Ä. \ +) yYy n —— ’ 

20.) gulaß, #4, zul] = —9r9:9ufeapfeuasferuolzruolane 


Dabei ist zu bemerken. dass 
I — I: Yg; 
Ist. 


$ 6. 
Die Determinante dreier syzygetischen Doppeltangenten. 
Ich wende mich nun zu dem Falle, wo die betrachteten drei Doppel- 
tangenten syzygetisch sind. Aus der Identität 
12, 23, 3][12, 4, 5] = [12, 23, 4][12, 3, 5] —[12, 23, 5][12, 3, 4] 


erhält man 
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(12, 25, 3| ug III Sasfanfssıfsos+ fsorfss fa far) 
Da 
9: u fa faoz far 503 + For f523 fans fa; 


ist. so ist der Ausdruck in der Klammer eleich 


em) 


DE +, OH 
‘ ; d;r n; d; r- T 4; . 
oa, od, ca, 


nn b: O6 
wofür ich zur Abkürzung (2 a,) schreiben will. Demnach ist 
( 5) 


x 


. ‘ ‘ r og, \ 
(1) 112, 28, 3] = a9HHhrl 0). 
9596: Du 
Zwischen den hier auftretenden Verbindungen der Ableitungen der Aus- 
drücke g, besteht eine bemerkenswerthe Relation. Aus der Gleiehung (1. 
$ 2 folgt 


N: og of,(a;) 
PB; (a, — : 
/ 


ca; 


Yf. a, -9;(a V. 


Od; 
Multiplieirt man diese Gleichung mit g,, vertauscht dann «@ und 3 und zieht 
die neue Gleiehung von der ursprünglichen ab, so erhält man 

&(9.(a. . )-9;(a; e ))f. a) =. 
Da aber durch die Gleichung (1.) $ 2 die Verhältnisse der Grössen g, voll- 
ständig bestimmt sind, so hat folglich der Quotient 


| ( 00; [ ON 
aM A BY 4. ——— )) 
9; (9. 00; ’ I:\ oa, / 


für alle Werthe von 4 denselben Werth. Setzt man A=«. P. v. so er- 
hält man 


1 ( 4 ( 4 A ( GN og 0035 
/» N j 7, )- I, ) u [ . — ( . J i 
(2.) (9a. 50) I: 5 )) = \@ Ad; ) 


9; ca,’ 
Ferner ist 
(12, 23, 34][12, 4, 45] = [12, 23, 4][12, 34, 45]—-[12, 23, 45][12, 34, 4], 


ui“ 


und daher 
(3.) (12, 25, 34| en — 91939596 9: For (fı2s 54 For fasr — fızo Pas Faor fir): 
Ebenso folgt aus der Identität 
[3, 2, 12][3, 4, 5] = [3, 2, 4][3, 12, 5]—[3, 2, 5][3, 12, 4] 
die Gleichung 


(4.) [12, 2, 3] ns — 5 fi3 Hfsoferfae fs + G5fsschs3r fsı2 far), 


OR 
le) 
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und aus der Identität 


[12, 34, 56][12, 1, 2] = [12, 34, 1][12, 56, 2]-[12, 34, 2][12, 56, 1) 


die Gleichung 


(9.) (12, 34, 96] au: — 91.92 95 919596 93 Fızr Faar Fsor (iss f2s6 — For Fi56): 
wobei zu bemerken ist, dass 


fı4 f2s6 — F234 fıss = Tas faı2— Faso fa: Bar Isı2 foa— foız fs34 


m m 


2 m ZA Zi A ı 
ad, ad, —A, Gy a; Ad, —4; 


ı ı 


[7 m 
ad, 46 Gd, A; A; 
ve, ! ı (| ! rm 2ER, ! rm 
— da, d, —d, d, d; Ad; —(; dA, U; A; —(4, A; 
' Z 7; ' ’ Z 3 ’ 7 ı 
d, d; —d, d; d; dy —(; Ad, d; 4; —(; dA; 
Endlieh ist 
112, 34, 5][12, 16, 26] = [12, 34, 16][12, 5, 26]-[12, 34, 26][12, 5, 16] 


und daher 


(6.) 112, 34, | == €. 9: 9695 Fızs Fs3s Fsor (Qi fıso fısr+ 9a Fass fasr)- 


U - 


SA. 
Das (rewebe von Flächen zweiter Klasse. 
Die drei unabhängigen linearen Gleichungen 
Na u = 0 (a1, 2, 3) 
zwischen den sieben Unbekannten «“,, ... a; haben vier unabhängige Lö- 
sungen. Zufolge der Formel (1.) $ 2 sind 
u=a), ... mw=a) F=1,2,3) 
drei derselben. Jene Gleichungen haben daher noch eine vierte von diesen 
unabhängige Lösung. Eine solche sei 
w=aN ... =. 
Dann ist &’g,a‘” von Null verschieden. Denn sonst hätten die vier un- 


abhängigen Gleichungen 
<=; alu, = UV (2=0, 1, 2, 3) 


vier unabhängige Lösungen = a” (r=(0, 1, 2, 3), was nicht möglich 
ist. Die Grössen a)’ kann man durch &,k")a”) ersetzen, wo k, k', k", k' 


v 


willkürliche Constanten sind, unter denen k von Null verschieden ist. Ueber 
k’ verfüge ich so, dass 


7 un _ 
= 11 a4 u / IT) 





wir 


so 


Da 
bes 
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wird. Setzt man noch 


(1.) a, on a, ER a eo (. a‘) BR 1. 


so ist dann 
(2.) z,naf'a) = 0 (ur7=0,1,2,3), 


Da bisher nur 4° bestimmt ist, so kann man noch (abgesehen von der un- 
beschränkten Wahl der Constanten k', k, k) über das gemeinsame Vor- 
zeichen der sieben Grössen a”, ... a“” beliebig verfügen. 
Die vier unabhängigen Gleichungen 
(3.) Sa, — 0 (u=0,1, 2,3) 


zwischen den acht Unbekannten ,. 2%, ... a; haben die vier unabhängigen 
Lösungen 

Che we md W=0,1,2,3), 
Daher verhalten sich die aus den Üoeffieienten der Gleichungen gebildeten 
Determinanten vierten Grades, wie die complementären Determinanten vierten 
(Grades aus den Elementen der Lösungen. Setzt man also 


’4 


lass = (G., 0, Q, 


y» ds). 


so ist, wenn a, P, y, 0, #, 4, u, v eine eigentliche Permutation der In- 


dices 0, 1, ... 7 ist, 

(9.) Yofaım = E9,959;95/: 7709 
wo & für alle (eigentlichen) Permutationen denselben Werth hat. Daher 
ist auch 

gofasrs = EIeNYuIvlrrur, 
und mithin, da 9 = Il:(9;) ist,2—=]1. Da e zugleich mit k das Zeichen 
wechselt, so kann man %k so wählen, dass <= +1 wird. Nach Gleichung 
(1.) ist fu, = fu;, und folglich ist 
Fass = EIeInIJulzius 
wo &=+1 oder —1 ist, je nachdem eßydziu eine eigentliche oder un- 
eigentliche Permutation der Indices 1, 2, ... 7 ist. 
Wählt man in der Formel (3.) $ 2 für £;(w) das Produet 

ZEN LKs; eu ee; ...) 
wo x und y zwei beliebige Punkte sind und a eine beliebige Gerade ist. 
so verschwindet f;(a,) und f(a,), weil L(x,y) als Function von y gleich 
YsY; Ist, also Null ist, wenn man für y einen Punkt der Geraden a, oder a 
nimmt. Der Formel (7.) $ 2 zufolge erhält man daher 


v7 9 
Ss 


ı,, Yılla; aa, —-aa,,...) = 0. 
l 
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Setzt man a=a,, so folgt daraus nach (2.) $4 





ar ET =). Da 
Wegen der Relation (1.) $ 2 gilt diese Gleichung, in der z und y zwei Fi 
on 2 i ® BR u : $ En “ii 
willkürliche Punkte sind, auch für z=0. Sie zerfällt in die drei Glei- 
aus 
chungen 
ns | | wa 
SI, 1.10) = U («=1,23 3), 
v. .. 
kü, 
. . 7 . ' rn ı . . { » 
Da fiss; eine lineare Funetion von a‘, a,, a,, a, ist, in der a!” den Coef- übe 
fieienten fs; hat, so ist daher Q 
y’’ ‚ Eu > 7 () | 
= I Walıssı io fo. 
ni NE . un 
Die linke Seite ist aber für z=1 gleich 
WRHhLefat rufen t Eufıs) An 
oder nach (9.) $5 gleich —g/so;2,. Daher ist ZN 2ud; = — 8 Und Th 
allgemein ZN 
2,9; Tu a‘ zu ), ste 
Der Gleichung (1.) zufolge ist also ” 
" NG 
(6.) P7 ta = 0) (u=0, 1,2, 3), 
/. 
Die Grössen x,, genügen also den vier Gleichungen (3.) und lassen sich - 
daher aus den vier Lösungen (4.) derselben linear zusammensetzen. Für n 
jeden Index 2 giebt es demnach vier völlig bestimmte von 4 unabhängige Ä 
.. | \ . + de 
Grössen xU’, welche den Gleichungen 
S st 
fi) Bas ai (« i=4, 1,...7) 
, 
eenügen. Setzt man diese Ausdrücke in die Gleichungen (6.), nämlich 
SI g,a)’x,, =, ein, so erhält man 
F4 
Sa), ac) = 0. 
) x 
Da diese Gleichung für =0, 1, .... 7 gilt, so ist Be 
23,9, 2i’ = U) (u, r=0,1, 2,3), deı 
P4 
\ ; . u. . ON 1? B eb: 
Daher lässt sich =” aus den vier Lösungen (4.) der Gleichungen (3.) linear : 
die 
zusammensetzen m 
) ’ 2: y5 u, ( ) ' u 
8.) Ma Kr. | 


A 
Setzt man dies in die Gleichung (7.) ein, so findet man 





s 
j 
® 
A 
fi 
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9) 2, = Zirvaman 
ud 
Da die Grössen x”” völlige bestimmt sind, und da z,,=z,, ist. so ist auch 
ı Veh ne 


Für <=0 folgt aus den Gleichungen (7.), dass x’ = x’ ist, und daher 
aus den Gleichungen (8.), das ©” = "= x”, "= ist. Ersetzt man. 


; 


was gestattet ist, die Grössen a)’ durch a’ +3,k’a‘”’, wo k, #, k will- 


kürliche Constanten sind, so geht x” in 2” — kV) —- I) r (u, 1,2.3 


u on 


über, während z"’(= x’) ungeändert bleibt. Aus den Formeln (2.) und 


9.) ergiebt sich die Gleichung 


10. SINE = 0 
und speciell 
Fi SM lata =%d. 


Auf diese Identitäten bin ich ursprünglich durch Untersuehungen über die 
T'hetafunetionen von drei Variabeln «eführt worden. Die Thetarelationen 
zweiten Grades), aus denen sie hervorgehen, sind in den bisherigen Dar 
stellungen jener Theorie noch nicht enthalten. 


Sind u”. «. «. « und e”. ®. ve’. ve unbestimmte Grössen. und 


setzt man 
so Ist 


Da &,,; = 0 ist, so ist G@(z,a,)= 0. Durch diese Bedingungen, verbunden mit 


den Gleichungen x” = x’, ist aber die Function @(r,«) vollständig be- 


stimmt. Sind r,, ... r- unbestimmte Grössen. so ist 


u“ u. or oo Fu u = rt" ru 0 
ee a a Sa ih r 
u. = db ih Be ie r- 


= (gr + +gr:)@(z, u). 
Betrachtet man a‘”, a;. a,. a, als die Coordinaten einer Ebene E,, so sind 
den Formeln (2.) zufolge die acht Ebenen E, die gemeinsamen Berührungs- 
ebenen aller Flächen zweiter Klasse eines Gewebes, und @G r,u) = ( ist 


die Gleichung derjenigen Fläche des Gewebes, welche die Ebene E, im 


Punkte re. x. er" berührt. Die Formel *) (12. enthält den Satz III 81. 


s 


*) Diese bemerkenswerthe Darstellung der Doppeltangenten findet sich schon bei 
Hesse l. ec. S. 298, Formel (46.). 
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Bewegen sich « und v von O0 bis 3, so ist nach Formel (9.) die 
Determinante vierten Grades |z,,| = |x“”|jaY’?, oder weil ja?|= f,» und 
nach (6.) $4 |z,,|= fiaF(x) ist, 

(13) || = F(e). 
Aus der Formel (12.) folgt daher, dass, wenn «, , y, Ö vier verschiedene 
Indices von 0 bis 7 sind, und ebenso z, 4, u, v, die Determinante 





T, x L, ) T 


au Lav| 
| 

! 

Var Lzr Tau Tr) 


(14.) | un fusrs Faur F(«) 


Ex Lı Du I 
Er T5, Liu Ti 
ist. Daraus ergiebt sich, dass der Rang des Systems 
38). 2, (a, B=0,1,...7), 
wenn x nicht auf der Curve F(x) = 0 liegt, gleich vier ist, wenn x aber 
ein Punkt der Curve ist, gleich drei. Setzt man (w, a,,a,;,a,) =u,;,, 80 ist 


faßyd ur) — a”) Ug,s— a‘ U,,s - a‘ ) U, a‘ U,5; =0,1,2,3), 
und daher folgt aus (12.) 
(16.) Vaßrd ER G (2; u, v) FIR T,x Us, Our — Tu U 3,0 FR. an + TC’, Uusy Ozru 


z. B. ist, wenn (w,a,,4,)=u;= —U,; 18t, 


f.,@(&, u) = Us, (EU, + 2;U,. + E,U,;) 


a7) 


Setzt man 


FL; U, Uu5t E,aUu5 ls, t Kaas, Urur 


d. Beer (0) (U ' 4 Zi „ m m Be 0) 
n1,=-4 1% I ay+ay+ay, M- y‘ D 
und ferner 
DEE = I de 
y” g; 0 gi gr } 0,3 
(18.) vo ee ag, 
7 I) | 22 23| 
y 2” 58 x x” 
y ze gi 2” 2 | 


so ergiebt sich durch Multiplieation dieser Determinante mit der Determinante 
SE u | 


er > Sr 


d 


0 ' 7 TI 
( a‘ ) da; d; a — Vasys 


2} 


! 2 ıı 


Bere 
() 
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und der Determinante /,,., die Gleichung 


ad "ae © N, N, 
Br ei 

(19.) No I Ei Ip Ip) = —- MHorsleam Hz, Y). 
ie A 


7 Ö Tj, TS EL, u LT, 


Setzt manoe=z P=4, y=u, d=vund dan n,=n;=n,=(0, so erkennt 
man, dass für 
a aD a a 
ge) Pe ee EL, Ve -e, € u. 8. w. 
ae Ae va ce 


die Function H(z, y) den Werth 
| (20) H(a,y) = 2,.2,,%,; 

hat. Setzt man also y'’=0, so wird H(z,y) eine quadratische Function 

von 9, y, y , die für „=y;=0 gleich z,2,x2,; wird und daher mit 

L,(z,y) identisch sein muss. In der That erhält man durch Entwicklung 

der Determinante 


vd re 


U) "zur: Pe 
(21.) y. zz 0 Ei Earl = Be L(z, y) 
Y y LI y L zu V TI J) 


Bo a: V 
die Darstellung (5.) $ 4. 


Setzt man in der Gleichung (18.) y'’ = 0, so findet man 


RT TE te ve 


() () Bi ee 2 
97 BR R ‚11 12 43 >) N 
(22.) a a Mi —2L(z, y) 
y 2 N % N »*') N 3 
ee hr > ne» 


oder 

(23.) —2L(z,y) = 2" (ey -ey)+ 22 (Ey a ya y— ey 

Ich habe schon oben bemerkt, dass man Z(x, y) als ganze Funetion zweiten 
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(Grades der Determinanten ’y"—x"y", &y—z'y", zy'—xr"'y darstellen 
kann, deren Üoefficienten lineare Funetionen von x sind. Dieselben sind 
nicht vollständig bestimmt, sondern es kann, ohne dass der Ausdruck sich 
ändert, x” durch 2’ — kW) — k"?z) ersetzt werden. In derselben Weise 
ändern sich aber die Ausdrücke x””, wenn statt der sieben Grössen a‘ eine 
andere Lösung der Gleichungen, durch die sie in $ 7 definirt sind, gewählt 
wird. Wenn man daher Z(«x, y) in irgend einer Art auf die Form (23.) bringt. 
so erhält man immer passende Ausdrücke für die Functionen z””. 

Zum Schluss dieses Abschnitts will ich noch zeigen, wie man aus 
den Formeln (16.) $ 3 und (2.) eine symmetrische Darstellung der Function 
F(x) erhalten kann. Bedient man sich der Bezeichnung (2.) $ 3, so ist 


’ 


yf.3 7f I I1Yrr ER 
ITE))EiFa9e = M 
7 ah T,%) 
eine ganze Function fünften Grades von x, die durch f(z)g(x) theilbar ist. 
Denn multiplieirt man sie mit (x, z, f), so’ erhält man, wie in $ 3, 


(3,1) f@)E (st, — 21, 92,92 9 Yza 
« J AN. u +] = 
II(x;) ie: Urli alle 2,% 


u °/ N Br ” 
+2 rd; (2,/ IF u fa) 2 I,Ix; Y.r) 


HE (1) -3,/ONENIay0): 
= Tr, I 


Nun ist aber 


y ; a v7 w/ N 
— 99x, Yrr = 2,9,946@(Y. d,, d,). 


, 
In jedem Gliede dieser Summe ist g, mit einer Function zweiten Grades 


) 


von a‘, a,, a,, a, multiplieirt, in welcher a‘”’ nicht vorkommt, und daher 
verschwindet sie den Gleiehungen (2.) zufolge. Mithin ist M durch /(z' 
theilbar, und daraus schliesst man, wie in $ 3, dass 
MN Yr _ _ 2M(a, y)h(x) 
N Il(.x;,) 
ist, wo M(z,y) eine ganze Funetion dritten Grades von x und ersten Grades 
von y ist. Für y= x geht dieselbe in eine Funetion vierten Grades von x 
über, die, wie ihre Darstellung zeigt, für 2, =r;=0 den Werth je, P, «| 
hat und daher nach $ 3 mit F(x) identisch sein muss. Folglich ist 
2 \ 
(94) y’h. «ME _ 2F(a)h(e) 
Luiar te | Il(x;) 
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8. 
Die Wurzelfunetionen zweiter und dritter Ordnung. 

Sind a,;,=a,, (e, P=1, 2, .... ») irgend welche Grössen, die ein 
symmetrisches System vom Range drei bilden, und sind «, ... «, Variabeln, 
so kann man die quadratische Form Fa, ;«,u,; durch lineare Substitutionen 
in 2pg—2r' transformiren, wo p, q, r lineare Funetionen von w,. ... %, 
sind, etwa 

»= Zpu, g9=- Zu, r= Zru: 
Demnach ist a,; = p,9;+p;g.—2r,r;„, Nimmt man nun weiter an, dass 
a,,=0 ist, so ist p,q,=r,. Wählt man die Vorzeichen der » (Grössen p 
beliebig, so kann man daher die der Grössen g, so wählen, dass r, = p,q 
wird. Man kann also 2» Grössen p,, q, so bestimmen, dass 


0,5 = (Pu93— 39a) 
wird. Setzt man nun Va,; = P,9;—P;9., So ist Ya,=—Ja,; und in dem 
alternirenden System Ya,; verschwinden alle Determinanten dritten Grades, 
Ist x, wie im Folgenden vorausgesetzt wird, ein Punkt auf der Curve 
F(xz) =, so verschwinden nach $ 7 in dem System 
alle Determinanten vierten Grades und der Rang dieses Svstems ist gleich 
drei. Daher kann man die Vorzeichen der Wurzeln 


{ \ ‚ ’ Pr 
(1.) } L.5 N 


so wählen, dass ihr System alternirend und vom Range zwei wird, dass 
also zwischen diesen Wurzeln die Relationen 


2) Yz„=-1I2.» Val, +18. V2; +18,3V8;, = 0 

bestehen. Diese Gleichungen, durch welche der Zusammenhang zwischen 
den Wurzeln gegeben ist, bleiben ungeändert, wenn man in einer Zeile und 
der entsprechenden Colonne des Systems (1.) die Vorzeichen umkehrt, oder 
wenn man allen Elementen desselben das entgegengesetzte Vorzeichen er- 
theil. Daher können die Vorzeichen der Wurzeln Ya... ... Vz. und Ir 
beliebig angenommen werden. Dadurch sind aber alle anderen Vorzeichen 
bestimmt zufolge den Formeln 


(3) zu, +2,50 20 = 2 anl zoll Van aa = Var la Vans) Ei 


Nach den obigen Entwieklungen kann man 16 Grössen p,. p. so be- 


39* 
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stimmen, dass 

























/ ! ! 
(4) Va, = PuPps5— PP), 
wird. Man kann z. B. 
Vr,, ! / 
P. r / ’ P. Vz. 
Ve 


01 
setzen, wo Yz,, durch die Gleichung (3.) definirt ist. 

Ist y ebenfalls ein Punkt auf der Curve vierter Ordnung, und be- 
stimmt man die Grössen q,, q, so, dass Yy,; = 9.9;—q;g,, wird, so ist nach 
(Gleichung (10,) $ 7 | 

SPP PP) GE) =. 
a diese Gleichung für alle Werthepaare «, ?=0, 1, ... 7 besteht, so 
muss auch, wenn /(p.p'}; q, q') eine beliebige homogene quadratische Function 
von p, p einerseits und von q, q’ andererseits ist, 
8) Zf(Ppi Pi5 9» 9) = 9 
sein, und folglich für jede homogene Function vierten Grades 


6.) Zyhlpe 9) =. 
Nimmt man 


» E: IN ug f4 . Tl Pi ( u X B N 

/\p» P: 9% 9) = \PaP —PP.)\PsP —PP3)\9;7 7 49,)\959 — 495), 
wo a, 9, y, 0 irgend vier gleiche oder verschiedene der Indices 0, 1, 
sind, so erhält man 


=] 


(T.) EINEM AND ze (A, 
Diese Formel kann man als eine Verallgemeinerung der Gleichung (10.) 
$ 7 ansehen. Ist nämlich «= und y=0d, so geht sie in Fg,z,,y,, = 0 
über, und diese Gleichung muss in Bezug auf x (und ebenso auf y) eine 
identische sein, weil sie für alle Punkte der Curve F(x)=0 gilt und nur 
vom ersten Grade ist. 

Sind die Indices @, P, y, Öd verschieden, so besteht die Summe (7.) 
nur aus vier Gliedern. Setzt man für y einen Berührungspunkt der Doppel- 
tangente Yy,.—=0, so erkennt man, dass zwischen je drei der Producte 

\x, Vaa » 
wo 4 die sechs von « und > verschiedenen der Indices 0, 1, .... 7 durch- 
läuft, eine lineare Gleichung besteht. Diese Gleichungen kann man auf 
folgendem Wege erhalten: Nach Formel (6.) $ 7 ist 
&g,a’x.>= ( =0,1,2,3), 
; 
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also 
za” (pp —pp.) = 0 


und daher, wenn /;,(p, p') eine beliebige quadratische Funetion ist. 


y (v) » { P\ a 
Z.0W’ fin p) = 0 
Mithin ist 
(8.) 29 a)’ Li EM wu V. 
/ 


Dureh Combination dieser Gleichungen ergiebt sich 
S Qifioo: } Lu} } L;; u (). 
4 s / 


wo 4 nur die drei von «, ?, o, 0, ı verschiedenen Indices durchläuft. 


y, 0, e. Nach Formel (5.) $7 kann man die erhaltene 
(rleiehung auch so schreiben: 

FapdeV La, V 2, + fagı, VE zart far Cala = V 
oder in anderen Zeichen 


(9.) Varpı V za VEyat farza} T,;) Ti; + Fra; } T,, } LT}, sun V. 
Ist x ein beliebiger Punkt, so ist nach (14.) $ 7 


Dieselben seien 


(10.) fa, F(z) = NVa.;2%, + V8., 0054 VTu5T 5. 
Im Sehnittpunkte (vgl. (12.) $ 3) der Doppeltangenten z,,=0 und x, = 0 
ist daher nach (18.) und (19.), $5 | 
Fa) = (9.9: 1 fe) 

Die Norm der linken Seite der Gleichung (9.) ist eine ganze Function 
vierten Grades, die für alle Punkte der Curve F(x) = 0 verschwindet und 
sich daher von F(x) nur durch einen eonstanten Factor unterscheiden kann. 
Man findet denselben, indem man z,,=r,;=0 setzt, und erhält so die 


” „nn 
Formel 


(11.) (Fersrlzarafziaz) Fe) = Nfas Va lat Farza Res; t Ferag Er, Ci: 
Daraus ergiebt sich auch der Werth von F(x) in dem Schnittpunkte der 
beiden. Doppeltangenten z,,=0 und z,;=0. Demnach hat die Funetion 
F(x) in den Sehnittpunkten der Doppeltangenten folgende Werthe: 

d,, dı :(i fa fıafısfıafr) 

Ad, Ay: phıafıafızfı wfırr)", 

(12.) da, Ai; : (9:93:9:959695 Fızs ss: Fasr Fasz [a56) , 

G,, Ay : (919495969: Fi2s Fıas Fiss ia Faso fısr fıor) ; 

: (HI; fs fiaofi lass ala; ) ee 
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Schreibt man die Gleichung (8.) in der Form 


> / ‚Prag 
< gJi ai”) Ver, / TA Y LT; oe v, 
so kann man daraus ähnliche Schlüsse ziehen, wie aus der Gleichung (6.) 


$7. Man kann also vier Grössen u", «, «', a" so bestimmen, dass 
(13.) Yx;,,V®,, Vz. ir (a, d,, 4;, a,) — Uapr EEE 5 DD 
wird. Um die geometrische Bedeutung der Ebene « zu erkennen, die 
dadurch einem Punkte x auf der Curve F(z) =0 zugeordnet ist, erhebe 
ich «die erhaltene Gleichung ins Quadrat. Dann zeigt sie, dass die qua- 
dratische Funetion Eur y) der Variabeln y’, y', y", y'' in dem Schnitt- 


punkte (20*.) $ 7 der drei Ebenen 7, =0,n;=0,n,=0 den Werth r,,x,,z,; 
hat. Dadureh ist sie aber mehr als bestimmt. Da die Function H(«, y) 


nach (20.) $ 7 die nämliche Eigenschaft hat, so ist 
N (Fu N? 
Hz, y) = (Zu y”). 


In $7 habe ich jedem Punkte x der Ebene E, eine bestimmte Fläche 
zweiten Grades @(x,u) =0 oder H(z,y) = 0 zugeordnet. Liegt x auf der 
Curve F(r)=0, so wird die Fläche @(z, «) = 0 ein Kegelschnitt, und 
YH’z,y)=0 ist die Gleichung der Ebene desselben. Die Coordinaten der 
Ebene «, in welcher der Kegelschnitt @(x, «) = 0 liegt, genügen aber den 


Y 


IG 
—() oder 


(sleiehuneen - 
! ou!“) 


(14.) Eirtu) = 0 (u=0,1, 2,3), 
v 


deren erste besagt, dass die Ebene « durch den ihr entsprechenden Punkt 
x geht, und die man auch durch die Gleichungen 
(15.). 2rulz,3— Era, + Ir, Us ErsUaz,; > 0 

ersetzen kann. Da sie in Bezug auf x und » linear sind, so lassen sich 
mit ihrer Hülfe die Variabelnsysteme z und « gegenseitig rational durch 
einander ausdrücken. Betrachtet man x als gegeben, so ist wegen der Be- 
dingung F(x)=0 die vierte der Gleichungen (14.) eine Folge der drei 
ersten. Betrachtet man «# als gegeben und ordnet die Gleichungen nach 
x, x, ©, so ist, da diese Coordinaten nieht sämmtlich Null sind, die 
dritte und vierte Gleichung eine Folge der beiden ersten, oder es ver- 
schwinden die aus dem System ihrer Üoeffieienten gebildeten vier Deter- 
minanten dritten Grades. So ergeben sich die Bedingungen, welche die 
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Veränderlichkeit von # beschränken. Geometrisch besagen dieselben, dass 
die Ebene « eine developpable Fläche sechster Klasse umhüllt. 
gleich Yz,,VYx,,Vx,; ist, so ist (vgl. Weber, Theorie der Abelschen Func- 


tionen vom Geschlecht 3, S. 120, Formel (5.)), wenn = auf der Curve F(x) = 0 


Da die Function YH(&x, y) = FZu”’y”’ im Punkte 7, = ) 


la IA u 


liegt, y aber ein beliebiger Punkt des Raumes ist, 


If..s YH(z, y) = 2.12, Vers; Vr,—7; Yz;, Yz.,V@, 
(16.) | 


+n,V8,, 2; Va, —n0V2;,V8,.Vr,; 


und speciell, wenn man d=0 und y"’ = setzt, 


(17) fu, YLla,y) = y,Yz,Ya,V/2,+y;Vx,,Y2,V2.+Yy,Vx,,VX0.V80; 
Ausser den Formeln (3.) und den daraus abgeleiteten giebt es noch eine 
weitere rationale Gleichung zwischen den Wurzeln (1.), durch welche, 
nachdem die sieben Wurzeln Yx,, willkürlich angenommen sind, auch noch 
das Vorzeichen von Yx,, bestimmt wird. Ehe ich aber zur Herleitung 
dieser Relation übergehen kann, muss ich einige Hülfsformeln aus der 
Theorie der Kegelschnitte entwickeln. 


E_® 
N J, 
jestimmung eines Kegelschnittes dureh fünf seiner Tangenten. 


Setzt man wie in $ 7 


so hat nach (2.) $ 2 der Ausdruck 


(1.) Tu) = 2frsehzöe Ua, Us — 2fare [üse Uns, 
für alle eigentlichen Permutationen «, 9, y, 0, e der Zahlen 1, 2,...5 
denselben Werth (und ist für «=a, gleich —2g-, für «= a, gleich 24,). 
Die Gleichung T(a) = 0 stellt die durch die fünf Tangenten a, @, ... a; 
bestimmte Curve zweiter Klasse dar. Ist 

(2.) Tu, v) = fuschröe (Wa,d55 + W505) Sure füzs (Uu50,0+ U,50 

die Polare von T(w), so ist 

(3.) T(a,, A;) nr 4 la sf. str + t.; . Gas 


wo «, , y, d, e eine eigentliche Permutation der Zahlen 1, 2, ... 5 ist. 
Die Gleichung des Berührungspunktes der Tangente a, mit der Curve 
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Tu)=0 ist T(a,,u)=0. Ist x der Berührungspunkt, und setzt man 
Te, u) = 2.9, 

so erhält man für «=a;, die Gleichung t,;= z,. Die Coordinaten des 

Berührungspunktes der Tangente a, genügen also den Gleichungen 


0 CE TE EEE ET DEE 


a2 


Setzt man 


so wird 
(4) Tu, ve) —-T(w)T(e) = S(z) 
eine quadratische Funetion von z, und S(z)=0 ist die Gleichung des 
Kegeischnitts T(a#) =0 in Punkteoordinaten. Nach (3.) und (4.) ist im 
Schnittpunkte (12.) $ 3 der beiden Geraden a, und a, 
(8: = A. 


Hat daher f(x) und f,, dieselbe Bedeutung wie in $ 3, so findet man auf 


dem Wege, auf dem dort die Formel (17.) erhalten wurde, die Gleichung 


FEN \ .. ! ä 
(6.) S(a)fle) = = fuslasf,öe %, 79%; 
0, & durchläuft die zehn verschiedenen Tripel der Zahlen von 1 bis 5, 


) 


und @, 9. y. d,.e ist jedes Mal eine eigentliche Permutation dieser Zahlen. 
Setzt man f(x) =z,, so erhält man 

S(z) — fı2sfas5 (dies, + baatı T;) 

(T.) + fs fo; ta 0 + leatı T5) 

+ fasfa (bar; + ts rı 4). 


Die vorstehenden Formeln für die Funetionen S und T sind für das Folgende 





ausreichend. Wegen der vielfachen Analogien, welche die 'T'heorie dieser 
Ausdrücke mit der hier entwickelten Theorie darbietet, erwähne ich noch 
folgende Sätze: Die Funetion T lässt sich auf die Form 
8) f,T u = tu.us;tt. uU, + bs, 
bringen, nnd die Funetion S auf die Form 
(9) fi, Sla) = Nlt,„a,+Vt,.2;+1,8,). 


Setzt man £,,=0 und 4,,=t,,=xr,, 80 lassen sich Grössen p,, q. (e=V.1,...9 
so bestimmen, dass 


(10.) Vs = Pas Pa = Vlas 
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wird, vorausgesetzt, dass x ein Punkt auf dem Kegelschnitt S(z)=0 is. 
Demnach ist 
AL) Vrsltt Ve Vts+ Vtaltz, = 0. 
Der Rang des Systems Yt,; ist gleich 2, der des Systems £,; gleich 3, der 
des Systems Yt,;’ gleich 4. Endlich ist die Determinante fünften Grades 
£,| = 96 IT(t, ,) I 

Sind g, und A, willkürliche Constanten, so ist 

BETEN ei 

I, er u "Be * 

m: BR Bee 


a er Pe 


U "Ge We PER ” 
Setzt man 
Su few.rzr, yo, = Ka)lle, Y). 
so ist L(z, y) = L(y, x) eine ganze Function von x, und L(z,y) = ist die 
jedingung, dass die Verbindungslinie der beiden Punkte x, y den Kegel- 
schnitt S(z)=0 berührt. Die Beziehungen zwischen den Wurzeln lassen 
sich auch so definiren: Setzt man 
fi fı24 fı2s fıs4 fıas Fiss fasa Fass f24s fa; = 1, 
so ist 
Dit, Ar ee esleslerr 


Aus diesen Gleichungen folgt, dass man .die Wurzeln aus den (Grössen 
so wählen kann, dass 
De [BR APR / 


wird, wo Yt eine beliebige der beiden Wurzeln aus # bedeutet. 


$ 10. 


Zweite Definition der Wurzelfunetionen. 


Der Ausdruck T wechselt das Zeichen. wenn die Indiees 1. 2. ...D 


durch eine uneigentliche Permutation derselben ersetzt werden, während 
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der Ausdruck S bei allen Vertauschungen der Indices ungeändert bleibt. 


Ich bezeichne diese Ausdrücke jetzt mit = —T, und S,=S,. Ist 
T,; = Zk,,u" u”, und ist die in $ 2 definirte Function 


La, D= 2,9 = (ZU LEROYEN) 
so setze ich | 


(1) Z,UWV"m=Zr,„l,„=Ro=-R; 


ur Re 
Vermöge der Gleichung L(x, y) = 0 entspricht jedem Punkte x ein Linien- 
paar U, V, dessen Scheitel x ist. Die Curve dritten Grades R,,(z) = 0 
ist der Ort der Punkte, deren entsprechende Linienpaare in Bezug auf den 
Kegelschnitt 7,;-(@) = 0 harmonische Polaren sind. In ähnlicher Weise 


(ed) 


definire ich, wenn «, P irgend zwei der Indices 1, 2,... 7 sind, die Ausdrücke 
2) Ra=-Ros Sa=-So Ta=-T. 


0,3 3a Ja 


Die Grössen #,, sind quadratische Functionen von a, k,=Z&h,,. «ad a), 
- 0,0 ’ 


welche verschwinden, wenn a,=4,, 4, 4, a, wird. Setzt man diesen Aus- 
druck in die Formel (1.) ein, so erhält man R,,= &K,, «a: a{”, wo 


fi By 
RER ER 


0,0 . 
uv,oO 
u,V ” 
ist. Ebenso ist 
Y.. R.- en EEK a\?) al), —R,; un = Ka‘) as”, 


00 
0,0 ” 0,0 
x x 


dagegen für = 1,2,3,4 ist IK, ‚aa =0. Nun ist aber nach (1.) $ 2 


0,0 
“ 


2, nZ£K,ara’=UV und daher ;R,+gR,+g- Ru, = 0 und allgemein 


| 3) gR,+gR.+g,R., = 0, 
und folglich auch 
(4.) R,;R,; + R,‚R,;+ R,sR;, v. 


In «den Schnittpunkten der Geraden a, und a; ist L(z, y) = [e, £, «P]y.y;- 
Kirsetzt man darin y““y®’ durch %,,, so erkennt man nach Formel (3.) $ 9. 
dass in diesem Punkte 

5.) Rua=le, P, ePlt,; (a, #=1,2%,...5) 
ist. Nach einem schon mehrfach benutzten Schlusse ist daher 

(6.) Ru) w. = f,,[9; &, WaEzEz I, 

wo «@,/,y alle Tripel der Zahlen 1, 2, 3, 4, 5 durchläuft und «, 5, y, 0, & 
eine eigentliche Permutation dieser Zahlen ist. Ersetzt man in der Glei- 
ehung (5.) $ 4 y'”y"’ durch %,,, so findet man 
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fine R.; — t,; T, (2, Loy — T, 73} ee. IT; T2) 
(7.) + bl; %, (2, 25, — IT; 72%, 73) 
+ lb: Tz (23 I. 7, I I, Tz,). 


Um zu einer anderen Darstellung von R,; zu gelangen, betrachte ich die 
Funetion 


E fen; f3: T,T;z LT. Ti: R.;; (X) fi Te) = } f 


welche nach (5.) im Punkte 2,=2,=0 (d, e=1, 2, .... 5) verschwindet. 
Ausserdem verschwindet aber V auch im Punkte z, = f=0. Denn ist z. B. 
e=5, 80 ist für zz =f=0 der Ausdruck V = Ff,,, fs 0,0; %, 5, Wo 0, P,Y 
nicht gleich 5 sein darf. Daher ist einer der beiden Indices d, & gleich 5, 


und folglich V= Ff, ;„fs 2.%;%, 0%, Wo eo, P, y, 0 eine gerade Vertauschung 


/>» - 

der Indices 1, 2, 3, 4 ist. Nun ist aber identisch z;,f,; +2, fs + 25 /:, = J;.. 
1» . . 35 „5 » a 

und mithin, wenn 2,= = ist, i" = i oder fs; =krz;, wo k fürd=|1, 


‘ 


2, 3, 4 denselben Werth hat. Daher ist V=ka,na,02, 2 /,;,,0,. Nach (9.) 
$ 7 ist aber I/, ;,2 = fi; und folglich, da x, = 0 ist, V=0. Die Function 
vierten Grades V verschwindet also in den Schnittpunkten von je zwei der 
sechs Geraden 2, =(, ... z,=0, f=0 und ist daher identisch Null. Dem- 
nach ist 

(8.) Ra(z)f(z) = Z fos, [de Ca Cs; T, 2b: 


und z. B. für f(@) = #; 
R.;(&) u Isı2 534 (20:C%4+ 937,772) 


(9.) ne Isıafsa \T, TI; To -- I; I Tı3 


+ lsı4 [523 (7,7,03 + 7373 7,4). 





Setzt man nun 


10) P= (26,UWUV)(2,V" Ve, 


so ist | 
P= .: k,; k,U” UV) yW) yo) 
— 1E%,k,(U® V@ + U@ yo) U» YO LU yWy 
— (Z,, U) VO)(zR,,U") vo) 
oder 
(11) P= 2Fk.k,bul»- Zkaula)'. 


40 * 
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It 2,=0 (@a=1,2,...5), so ist Z(z,y) durch y, theilbar. Die 
C'oordinaten UV), verhalten sich daher wie die Grössen a‘, und mithin ist 
P=0. Ist ferner x ein Punkt auf der Geraden x;; = 0, so geht die Gerade 
U nach Formel (2.) $4 durch den Punkt y, = y-; =, berührt also diejenige 
Curve dritter Klasse mit den Tlangenten a,, ... a-, welche aus jenem Punkte 
und dem Kegelschnitt T;; = 0 besteht. Nach der Bedeutung von L(z, y) muss 
daher auch die Gerade V diese Curve berühren, und da sie im Allgemeinen 
nicht mit U zusammenfällt, so muss sie eine Tangente des Kegelschnitts 
T,; = 0 sein. Also ist Ik,, yv»y®)—0 und mithin auch P=0. Da P eine 
sanze Funetion sechsten Grades von x ist und für die Punkte der Geraden 

ai ar we er 


verschwindet, so ist P= k2,2,2,7,7,20;-. wo k eine Constante ist. In dem 


. . k m en) . . 
Punkte ©,=x-=0 ist daher P= — 16, 7,67). In diesem Punkte ist 
99: 
aber L(x, y) = |6, 7, 67 ]ysy;. Ferner ist 
Zr, a) = —2, Ih," = 2 


und daher nach (10.) P= —494,9:|6, 7, 67). Folglich ist 7 = 49,g; und mithin 


P= 4,9% %83%,8,Ker 
Nun ist aber 
a, yY Br N2E/2\ 
L(z; y, L(z, y)L(z, 32) = 4(z, y, 2) F(«) 
oder 
>> L: - yz“) 5 ya) — 2(ZL,.y w y“’) EL,, zu) z0r)) ana x, Y, 3)” F(x). 


(u) 


Ersetzt man in dieser Gleiehunge y'”y"’ dureh k,, und 320) ebenfalls 
be) « N ur 


dureh %,,, so erhält man 


a Y / \ vr N 
22 L.Luvkatb, -—2(ZR,, = —S,,(z)F(z 


B;) 


1 . 3e\ 
Gel 


12.) (R A (2)) — — 49,90, 0:00,85 0 = Su (z) Fe) 


, Die Formeln (2.) $4 und (12.) geben zwei verschiedene Wege an, mittelst der 
Funeilon L(x,y) die Doppe Itangente a,; zu erhalten. Nach der ersten Formel liegen 
die Scheitel der letzten Tangentenpaare, welehe durch den FOREN: der Geraden 


a, und a; gehen, auf der Geraden a,;, falls sie nicht auf a, oder liegen. Nach 
der andern liegen die Scheitel der letzten Tangentenpaare, welche dan Kegelschnitt 
S,;—=0 berühren, auf der Geraden a,;, falls sie nicht auf einer der fünf von a, und 


a; verschiedenen der sieben Geraden @,, ... a, liegen. Diese beiden Resultate sind 
leicht aus einander abzuleiten, Denn wenn die eine der beiden letzten Tangenten 
dureh den Schnittpunkt von a, und a; geht, so berührt die andere den Kegelschnitt 
S,;=0, und umgekehrt. 
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Dass der constante Factor von S,;, ebenso gewählt ist wie in $ 9, erkennt 
man, indem man x, = 2, = 0 setzt. Aus dieser Formel ergiebt sich der Satz: 

Die Berührungspunkte von fünf Doppeltangenten einer Curve vierter 
Ordnung, von denen je drei azygelisch sind, liegen auf einer Curve dritter 
Ordnung, auf der ausserdem die Berührungspunkte einer bestimmten sechsten 
Doppeltangente liegen. Solche sechs Doppeltangenten berühren einen Kegel- 
schnitt in sechs Punkten, die ebenfalls auf jener Curve dritter Ordnung liegen. 

Die sechs Doppeltangenten a,, ... a;., a,, berühren einen Kegelschnitt. 
Der Ort der Scheitel derjenigen (zu den sieben Grundtangenten a,, ... a-) 
letzten Tangentenpaare, welche in Bezug auf diesen Kegelschnitt Paare har- 
monischer Polaren sind, ist eine Curve dritter Ordnung, auf welcher die 18 
Berührungspunkte jener sechs Doppeltangenten mit dem Kegelschnitt und mit 
der Curve vierter Ordnung liegen. 


Ist nun x ein Punkt auf der Curve F(x)=0, so verstehe ich unteı 


Y\2.= Ir. eine beliebige der beiden Quadratwurzeln aus z, und dann 
unter Yx,; die, welehe durch die Gleichung 
a‘ Vo.5 R.;(x 
BR: Are = 
Ya Yzu; I Ya 


N 


bestimmt ist. Nach Formel (3.) und (4.) ist dann 
(14) Ya,/a2,s+Va Va; +Vae.sV/Y0;, = 0, 
und folglich sind die Wurzeln in der nämlichen Weise gewählt wie in $ >. 
Zu den dortigen Bestimmungen ist aber noch eine weitere hinzugekommen. 
mit Hülfe deren jetzt eine neue Relation zweiten Grades zwischen den 
Wurzelfunetionen abgeleitet werden soll. 
Aus der Formel (9.) und der Gleiehung 
lsı2 534 + Isıa [52 + Isıa fs23 0 
tolgt 
R,; = Isufsı (01 (20 — 0, +2, (2,22 —2%,%,,)) 
+ fs fl (0a ae) + Fr ). 


Nun ist aber, weil x auf der Curve F(r) = liegt, 


l 


T,ly— 05, = (Van rat Ya 2, } Tl ca —- IV euV 2 


En; 


/ \ 
_— EZ I A Er zul, 


und 


I, Lo ra IT Li _ er } Li | Tall Eu) LT, L SER } “or } I 


+1 
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und daher 
T| (2; C4 0,5) +8, (2.2 — %,%,,) 
Ya Vz Y2,(Yzo(/& Very +5 Yx,) en Yu VYr,, > Yx. Vr, ‚)) 
— - Ya lan las Var VE. 
benso ist 
T| (X; LT, Ey) +% (2; Lz3—%T; Tu) In 2a Vz YzuYzu 2. zu 
und folglich 
R,; = 21/8; Vz u (fsı2 si) Liz V2. — Isı3 Is: Yz./2;.), 
also nach (13.) 
(15.) € 9697 VeusY ze aus Isı2 fs V2, Vx»— fsıs fs Ye. 173, 
wo & dieselbe Bedeutung hat wie in Formel (3.) $ 5. 
Vertauscht man 5 mit 6, so erhält man 
EG N Cu) = fo for V 213} 22 — fans fü: Vz] Ta 
Eliminirt man Yr,V@,. so findet man, da 


Isa far Tsız Yos4 — fsı3 fa Isı2 1534 er € 97 


9: [si [an V Tin 2 — gofinz fir Tun = Van Var 
oder in anderen Zeichen 
(16.) full! nl en gYafasfar len Ya = Y2,V%.-. 
Aus den Gleichungen (12.) $ 8 und (15.), (16.) folgt 
| (95969: Fsö: Fsı2 [534 Fs13 /542) FR) 
= Ne fun Vena — Fan ale — 949 V Eos Tor) 


(17.) 


und 
| (919: fıa3 fıas fıor faas fasr) F®) 
= N(g: fs for | Enkaı — 92 fa3s fasr You nes Vz, Cor). 

Die durch Vertauschung der Indices aus (10.) und (11.) $8 und 
17.) und (18.) hervorgehenden Formeln (vgl. Schottky, 1. e. S. 64) enthalten 
alle möglichen Darstellungen von F(r) als Norm einer Wurzelfunction 
zweiter Ordnung. 


(18.) 


Zürieh. Mai 1885. 
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Sur les nombres de Bernoull:. 
(Par M. Angelo Genocchi a Turin.) 


(Extrait d’une lettre adressee a M. Kronecker. 


iR Je me borne & une observation bien simple et d’assez mince 
importance, qui se rapporte & votre article sur les nombres de Bernoulli 
(tome 94, p. 268 de votre Journal). La propriete des nombres 2” (2”—1)B,, 
d’etre des multiples entiers *) de », etait comprise dans une Note que jai 
publiee dans les’ „Annali di scienze matematiche e fisiche eompilati da 
Barnaba Tortolini,* Tomo III, p. 395. Roma, 1852. J’ai designed alors 
par B,, B;, b,;, ... les nombres de Bernoulli (sans &gard aux signes), ei 


j 1 4 ’ 
en developpant —. -g suivant les puissances croissantes de x, jai trouvd 
e” » 
B n+1 1 u Sie m(m—1)(m—?) ‚9. 1 
ee En DE. 1.2 1.2.3 5 is 


fi m(m— Am—EKMT I) gu_ gr 41) m(m—1)(m—?2)(m—3)(m—4) 3", 


-1 
1.2.3.4 1.2.3.4.5 ‚de 


++ (—1)”"((m—- D)"—(m—2)"+(m-3)"— +1) |. 


n etant impair et m un nombre entier positif plus grand que rn. Pour m 
nombre premier impair jen ai tire: 


2” (2""-1)B, = —(n+1)|(m- 1)" —(m—2)"+(m—3)"—.-—1| (mod. m), 


et jy ai montre qu'on peut reduire le premier membre de cette congruence 
a 2(2""'"—-1)B,. 

J’ai aussi remarque que le produit 2.1.3.5...(n+2)B, est toujours 
un nombre entier. 


*) Of. aussi l’article de M. Lipschitz, t. 96, p. 1, Beiträge zu der Kenntniss der 
Bernoullischen Zahlen. „Pour un nombre queleonque a et pour un eouple queleonque 
de nombres premiers entre eux a et b, les produits a’"(a’"— 1) B, et (a"—1)(b’"—1)B,, 
sont egaux A des multiples entiers du nombre 2m.“ 
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Dans la m&me Note j’ai rapproche un theoreme de Cauchy sur l’&qua- 


tion A’+ B’+C"=0 du theor&eme connu de M. Kummer. Cauchy a demontrc 
que si 2 est un nombre premier impair, cette @quation ne sera pas satis- 


faite par des nombres entiers A, B, C premiers avec n, lorsque la somme 
ir rn —1 \"*? 
1-28 +3 th " ) 


sera aussi un nombre premier avec »; et d’apres mes re&sultats la condition 
indiquce par Cauchy revient & la divisibilit@ par » du numerateur de B,_.. 
D’apres le theor&me de M. Kummer V&quation est impossible en nombres 
entiers A, B, C, lorsque nz n’est point un facteur de l’un des numerateurs 
des premiers 4(»—3) nombres de Bernoulli: le dernier de ces nombres est 
justement D,_. 

J’ai termine ma Note en revendiquant en faveur d’Euler une ex- 
pression generale des nombres de Bernoulli quon a coutume d’attribuer A 
Laplace: il est vrai quelle n’a et€ donnee par Euler que par suite d’une 
induetion. . .. 


Turin. le 12 mai 188. 
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Ueber den achten Schnittpunkt dreier Flächen 
zweiter Ordnung. 
(Von Herrn R. Sturm in Münster i. W.) 


Auszug aus einem Schreiben an Herrn 77. Schroeter., 


Ihr Aufsatz über den achten Schnittpunkt dreier Flächen zweiter 
Ordnung *) veranlasste mich, meine früheren Untersuchungen über dies 
Thema hervorzuholen und aus ihnen ebenfalls eine Uonstruction des ge- 
nannten Punktes abzuleiten. Es wird Sie gewiss interessiren, dass ich. 
obgleich ich von anderen Betrachtungen ausgehe, genau zu derselben Uon- 
struetion gelangt bin wie Sie. 

In meiner Arbeit über das Problem der ebenen Projeetivität **) habe 
ich gezeigt (Abschnitt VII), dass, wenn von den sieben gegebenen Schnitt- 
punkten dreier Flächen zweiter Ordnung fünf P, P;, P, P,. P, aus den 
beiden übrigen W, B auf eine Ebene projieirt werden: nach A... ... A;: 
B,, ... B,, dann die Projeetionen des achten Schnittpunktes P, die den beiden 
fünfpunktigen Gruppen verbundenen Punkte A,. BD, sind, welche a. a. 0. 
No. 5, 6 erläutert werden. Nun hat Herr Rosanes ***) analytisch und ich 
selbst 7) synthetisch folgende Construction der beiden verbundenen Punkte 
nachgewiesen: Man beziehe zwei Felder so reeiprok auf einander, dass B,B., 
B,B,, B,B, die Polaren von A, A, 4; und B, B, zu A, A, conjugirt 
sind; die Pole von B,B,;, A,A, sind die verbundenen Punkte A, B,. Damit 
meine Construction auch in der Bezeichnung mit der Ihrigen übereinstimme. 
lasse ich meine Punkte P,.. WA. », P;. P.. P.. P, mit Ihren Punkten 1. 2, 3. ... 7 


identisch sein und projieire demnach 1, 4, 5, 6. 7 aus 2 und 3 und zwar 


*) Dieses Journal Bd. 99 8. 131. 
*#) Matlı. Ann. Bd. 1 S. 533. 
*##) Dieses Jourmal Bd. 90 8.303 (8 2, 3). 
f) Math. Ann. Bd. 22 8. 569 (No. 5). 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 
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nicht auf eine beliebige Ebene, sondern auf 567. Dabei vereinigen sich 
A, und B, A, und B,, A; und B, je zu 5. 6, 7; A, A; B,„ B, sind Ihre 
Punkte d, 9, 9, Pı; r, r, sind wie bei Ihnen die Spuren von 14, 23 (oder 
P,P,, WB) in 567. Es entsprechen also in der reeiproken Beziehung den 
Punkten 5, 6, 7 die Geraden 67, 75, 56; also ist sie ein Polarsystem und 
zwar, da auch p, q, zu P,, q eonjugirt sind, genau das Ihrige. Die Pole 
A, b, von B,B,, A,A, oder qp,, pq, liegen auf der Polare von r= (p4,, P,). 
welche nach Hesses Satz durch r, geht; sie sind also die Schnitte derselben 
mit den Polaren von q, p. Diese drei Polaren von p, 9, tr construiren Sie 
und verbinden sie mit den drei sie schneidenden Geraden 34, 42, 23 durch 
lübenen, deren Schnitt der gesuchte achte Punkt 8 ist. Meinem Gange 
der Betrachtung entspricht es mehr, die beiden Pole mit den Projections- 
eentren 2, 3 bez. zu verbinden; da sie mit.r, = (23,567) in gerader Linie 
liegen, so schneiden sich die beiden Verbindungslinien, und ihr Schnitt ist 8. 
dessen Identität mit dem Ihrigen leicht zu erkennen ist. — 

(restatten Sie mir, noch eine Mittheilung hier anzuknüpfen. In 
jedem von zwei affinen Feldern giebt es bekanntlich zwei Richtungen von 
der Beschaffenheit, dass jede Gerade von einer dieser Richtungen und ihre 
entsprechende im anderen Felde gleiche Punktreihen tragen. In $ 48 Ihres 
Buchs über die Oberflächen zweiter Ordnung und Raumeurven dritter Ord- 
nung beweisen Sie die von Möbius in seinem barycentrischen Caleül ohne 
Beweis mitgetheilte Bedingung für die Realität dieser beiden Richtungen. 
Ks ist mir gelungen, ein einfacheres Kriterium aufzufinden. Jeder Richtung 
des einen Feldes entspricht bekanntlich eine Richtung im anderen, und 
zu je zwei entsprechenden Richtungen gehört ein constantes Verhältniss 
entsprechender Strecken von diesen Richtungen. Man hat ferner stets zwei 
reelle zu einander senkrechte Richtungen, deren entsprechende ebenfalls zu 
einander senkrecht sind. Sind o, r die diesen zugehörigen Verhältnisse, so 
muss, wenn die entsprechenden Richtungen mit gleichen Punktreihen reell 
sein sollen, das eine der beiden Verhältnisse o, z echt, das andere unecht sein. 

In der That, es seien SUT, S'U'T' zwei entsprechende rechte Winkel der 
beiden Felder, Sund S’, T und T’ entsprechende Punkte auf den Schenkeln, 
ferner X, X’ solehe entsprechenden Punkte auf ST, ST’, dass UX=UX, 
also die Punktreihen auf den Geraden UX, U’X' gleich sind. Wir setzen: 


rc gi (cr! ! ! ! ! s' 
US=s, UT=t4 VS =, GI=t, ww: — =0, —=T; 
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ferner: 
SA SX 
> Be 5 
so ist, wenn XX,. AX, die Lothe aus X auf US, UT sind, (absolut) 


nt 2. =“ 
1 1 , 2 


= /. nn 


Bar; 1—2' 
mithin: 
2 232 12, 227'2 
ur Sr wur, 
(1—4)" ' (i-A) ' 
demnach: 
HE = s’+HAt": 
oder 
2_ ”’—s 1-0! 
a 6 


woraus die Behauptung sich ergiebt. 

Die Formel liefert eine einfache Construction der beiden Punkte X 
und zeigt auch, dass in jedem Felde die beiden fraglichen Richtungen zu 
den reehtwinkligen Richtungen, denen eben solche entsprechen, harmo- 
nisch sind. 


Münster. den 25. Oetober 1885. 


Die vorangehende Construction des achten Punktes ist linear. Das 
gilt aber auch von der Construction, die sich aus meinem Aufsatze Math. 
Ann. Bd. I ableiten lässt. Ich benutze dort nicht, wie Herr F. Caspary in 
diesem Journal Bd. 99, S. 128 *) meint, ein Hyperboloid oder eine kubische 
Raumeurve. Dass der achte Punkt linear aus den beiden verbundenen 
Punkten sich ergiebt, ist a. a. OÖ. in Nr. 29 deutlich ausgesprochen; in Nr. 6 
aber sage ich ausdrücklich, dass jeder der beiden verbundenen Punkte als 
vierter Schnittpunkt zweier durch Punkte hinreichend bestimmter Kegel- 
schnitte neben drei gegebenen Schnittpunkten construirt werden kann, was 
eine bekannte lineare Aufgabe ist. Die Construction der verbundenen Punkte 
ist im Obigen vermittelst des Satzes von Herrn Rosanes in die einfachste 
Form gebracht. 


*) und ihm folgend, Herr H. Picquet, ebenda S. 230. 


Januar 1886. 








Construetions du huitieme point commun aux sur- 
faces du second ordre qui passent par sept 


points donnes. 
(Par M. H. @. Zeuthen ä Copenhague.) 


Dans ce Journal *) M. Schroeter a trouve&, par une modification de 
la eonstruetion due & Hesse, une nouvelle construction du huitieme point 
eommun aux surfaces du second ordre qui passent par sept points donnes. 
En la eomparant aux solutions anterieures du m&me probleme, il en signale 
lavantage qui consiste en ce que la partie essentielle des operations dont 
se eompose sa solution, serecute dans un seul plan. 

Les expressions dont se sert le savant geometre montrent quwil ne 
sest pas apercu de ce que deux des solutions eitdes dans son Memoire 
jouissent du m&me avantage au m&me degre que la sienne. 

La priorite est due, ä cet egard, a M. P. Serret, dont la solution, 
aussi simple que celle de M. Schroeter, se trouve dans sa Geometrie de 
Direction **). 

Dans une etude des figures projectives sur une surface du second 
ordre, que jai publiee dans les Mathematische Annalen, jai ete conduit, 
par des eonsiderations bien. differentes de celles de M. Serret, a une con- 
struetion ***) qui ne differerait pas d’une ex&eution lineaire complete de sa 
solution. Seulement M. Serret abrege l’enonce de celle-ei en se con- 
tentant de la r&eduire A des applications du theoreme de Brianchon, qui 
sont remplaeees, dans ma deduetion, par des applications du theoreme 
de Pascal. 


*) 1.99, p. 131 et suivants. 
**) Paris 1869; voir en.partieulier ä la p. 316. 
###°), Mathematische Annalen, t. XVII, p. 65—67. 
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Plus tard j’ai donne pour la m&me eonstruction une deduetion direete 


et independante des theories partieulieres des travaux dejä eites, et jy ai 
joint une simplification ulterieure des ope£rations *). 

Les propos de M. Schroeter, ainsi que ceux par lesquels M. Caspary 
eommence l’article preeedent **), me montrent quil ne sera pas superflu de faire 
eomnaitre de nouveau les constructions dont je viens de parler. Je le ferai en 
priant la Redaetion du Journal de faire reimprimer ici le Resum& en francais 
joint a ma Note publiee en danois dans le Bulletin de ’Acad@mie Danoise. 


Nous designons par 1,2,3,4,5,6,7 les points donnes, par a, b,e,d 
les eötes du quadrilatere gauche 12341, par A, B, C, D leurs traces 
dans le plan 56”. La figure represente les points et les droites de ce 
plan, olı les construetions s’ex&eutent. 

Lemme. Si les points 2, 3, 5, 6, 7, et les droites a et c joignant 
2 et 3 aux points 1 et A, sont donnes, le plan 148 passera par un point fire 
F du plan 567. 

l. Demonstration par la geometrie enumerative: lenveloppe des plans 
148 sera de la premiere elasse parce qu’un seul de ces plans passe par 
une droite rencontrant a et ce. >i 1 et 4 eoineident avec les traces A et 
de a et ce, le point 5 sera un point d’une eonique de ce plan, et le plan 
148 coineidera par consequent avec le plan 567. 

ll. Demonstration geometrigue. La droite +5 sera une corde de la 
eubique gauche passant par 1, 2,5, 5,6, 7 (Theoreme de Hesse ***), et par 
eonsequent une generatrice de Vhyperboloide passant par cette cubique et 
par la droite e. Si le point 1 reste fixe pendant que 4 se meut sur ce, la 
droite 48 rencontrera une droite fixe f passant par le point 1. De me&me., 
si 4 reste fixe pendant que 1 se meut sur a, 1 8 rencontrera une droite fixe 
f passant par le point 4. On en deduit notre lemme. 

En placant le point 1& la trace A on aura une droite f joignant A 
au point H oü la conique 556° A renceontre BC; K etant de m&eme le 
second point d’intersection de BA avec la conique B567C, le point F sera 


=) Oversigt over det Kongelige Danske Vidernskabernes Selskabs Forhandlinger, 
1880, p. 227—236; Resume en francais p. 23—20. 

*=#) Ge Journal, t. 99, p. 128. M. Caspary cite lui aussi expressement les tra 
vaux dont jai parle ici. 
**#)) Ce Journal, t. 26, p. 151. 
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le point d’intersection de AH et CK. Voir la figure, oü les droites de | 1: 


c 


Pascal sont pointill&es. co 
Ü | qu 


| Q | res 
FD 
\ | 


pa 


> 
\ 

f \ E 
/ / \ N eX 

/ ; \ \ \ . 

f j 
j , ) e 
0 / | 
| ‚ | \ \ 


/ | \ : 
| Ey | 7 str 
| \ N de 
| / | \ | N | log 


ii | \ N | po 


|, | \ | 
ar GO! 

” } AN: \ i | N ei nu 2 
E | 7! 14 





A; Kr 3 Q 
Sf | a BR 
Y y x ”? BR v 
/ ER h a * | u Me R\ / | de 
N x . Bi Bi 6 
/ / N De 2U gi AN 


WE Hu se 
/ / ee” < Br | / \ l 
Be > ! f \ 
| Bm. aid Ns ‚ F \ | S ( y l 
EEE er | ! £ \ 
is ) } , \ 


ag PR 4 | de 

4 | u nr REN | 
| | | an 
| Ri: £ au 
v / pre 
Solutions du probl&me. Il. La droite DF joignant la trace D au me 
point F que nous venons de determiner est la trace du plan 148. On sin 
‚etermine de la möme maniere les traces de deux autres plans par 8. Une ou 
ex6eution effeetive de la construction de M. Paul Serret se ferait exactement vei 
de Ja m&@me maniere *). a‘ 
Il. Apres avoir trouv& la droite DF on peut determiner les traces P et Q | 0 
des droites 18 et 48 au moyen du theoreme de Hesse. 8 sera un point de M. 


=) es dernieres lignes sont substitudes iei A la remarque que }a solution de M. 
P. Serret ferait une 3”° applieätion de notre Lemme. En effet, a cause de la difie- 
rence de la forme, je n’avais pas observ& alors l’identite effeetive des deux solutions. 
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la eubique gauche passant par 1, 4, 5, 6, 7 et ayant la droite 23 pour 
corde. Q sera done le point d’intersection de la droite DF avec la droite 
qui lui eorrespond dans une figure homographique ot 5, 6, 7, et BC, cor- 
respondent & 5, 6, 7 et BA. 0 sera done un point de la conique passant 
par G, B, 5, 6, 7, ot @ est le point d’interseetion des droites AB et DEF. 
Le point P se determine de la m&me maniere. Toute la construction est 
ex&eutee dans la figure. 


Notre Lemme conduit aussi d’une maniere assez simple ä la con- 
struction de M. Schroeter, qui ne differe de la construction I (construction 
de Serret) que par la maniere de determiner le point F et les points ana- 
logues. Placons, en effet, les points 1 et 4 du Lemme sur un cöne ayant 
pour sommet le point 6 et passant par 2, 3, 5 et 7. Alors "le point 8 
eoineidera avec 6, et, selon le theor&me de Desargues, la trace 6F du plan 
148 formera avec la droite 6B une couple de l’involution determinee par 
les deux couples 65, 67 et 6A, 6C. On trouve le point F en construisant 
de la m@me maniere la droite BF ou T7TF. 

La m&me construction de la droite 6F resulte aussi du fait, dont se 
sert M. Serret, que le quadrilatere AFCB et le triangle 567 sont eircon- 
serits & une conique. On la deduit aussi sans diffieult@ de la eonsideration 
de nos eoniques BB67 AH et BE6 7 CK. 

En m&me temps que jai donne iei des exemples de construetions 
anterieures satisfaisant immediatement aux demandes de M. Schroeter, on 
aura eu lieu de voir la diversit€ des manieres dont on peut obtenir, A peu 
pres, le m&me degre de simplicite. Cette diversit€ saugmentera probablement 
— il serait injuste envers les autres auteurs qui se sont oceupes de la 
m&me question de ne l’ajouter pas — si l’on effectue de la maniere la plus 
simple le detail des constructions bien eonnues sur les cubiques gauches 
ou hyperboloides auxquelles on a reduit le m@me probleme. Alors l’inter- 
vention de ces courbes ou surfaces, qui font image et empreignent la voie 
a suivre A la me&moire, sera un avantage, ce que montre, selon moi, une 
eomparaison de l’Enonce de M. Reye, eit@ par M. Schroeter, avec celui de 
M. Caspary. 


Copenhague, en decembre 1885. 























les valeurs asymptotiques de quelques fonctions 


numeriques. | de 

(Par M. Ch. Hermite ä Paris.) div 
(Extrait d’une lettre adressce ü M. Fuchs.) Ä hy 
| son 


50! 
5 suis porte A penser qu'il faut demander A l’arithmetique la 
raison des transformations analytiques qu’expriment par exemple ces relations: “ei 
PTR SATT ER RB, > ‚allh la 
1—gq" 1—g” 1—g" 
ou l’on prend w=1,3,5,..„sel,2 3, 3 
Si vous designez par F(N) le nombre des diviseurs impairs de N, B;; 
je dis que Ja valeur ecommune des trois expressions developpees suivant les 
puissances de q est ZF(N)g‘. On le voit immediatement pour les deux ou 
premieres; en eonsiderant ensuite la troisieme, comme on a 
1— | E 1 ze tn aa (a=0,1,2,...), 
Br en 
le eoetficient de g" exprime le nombre des solutions de l’&quation N=(n’+n)-+an, | la 
“ou bien p(2p+2a+1l)=N et (2p-1l)(p+a)=N, suivant que »n=2p ou 
n—=2p—1. Je fais dans le premier cas p=d, 2p+2a+1=d, alors det d ou 
sont deux diviseurs eonjugues de N, le second est impair et nous avons 
la condition d’ >2d. Soit ensuite p+a=d, 2p—l=d, il vient alors m 
d = 2d—2a—1, done d <-2d. Le nombre des solutions est ainsi le nombre est 
des diviseurs impairs de N, tour a tour plus petits et plus grands que le in 
double de leurs eonjugues, et par consequent le nombre total designe er 
par F(N). dis 
C'onsiderons encore, afın de reconnaitre leur identite, les deux ex- 
pressions que Jacobi a donnees de an ‚a savoir: sui 
2k K 


_AS/ VECERE EL j Kd AN (—_ im-n = ( 1+g°” ) 
ee u a um - 0 ( = 
\ 1) 1 2 q” \ ) ] 7 | Br ge 
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La premiere developpee suivant les puissances de g est: 

2k K 2 | 
= == Z/(M)) gq" (M=1, 3,5, ...), 
ot Von a, comme vous savez: 

f(M) = 48(-1)), 
la somme se rapportant & tous les diviseurs d de M. Groupons les termes 
de la maniere suivante, (1) +(— 1)“, en designant par d et d’ deux 
diviseurs conjugues. On voit ainsi que f(M)=0 pour M = 3 (mod. 4), cette 
hypothese entrainant la condition d=—d (mod.4). Mais si nous suppo- 
sons M==1 (mod.4), les deux termes s’ajoutent, car alors on a d’ = d (mod. 4). 
Soit done d’ >d, on pourra &erire: 

f(M) = 88(-1)} 
en exeluant les diviseurs d’, et convenant de r@duire A moitie le terme de 
la somme qui s’offrirait dans le cas de d’ =d. 


Cela pose, je developpe la seconde valeur de - ‚ au moyen de 
cette formule: 
= ag ++ 
ou plutöt: 
an = ag Bareen 


en reduisant A moitie le premier terme oü l’on a »=0. On obtient ainsi 
la serie: 
82(—1):" Pa 3 er (m=1,3,5,..; n=0,1,2,...) 
ou bien 
8r(— 1) =D Ya", 


si nous posons m’+4mn = M. Le coefficient d’une m&me puissance de q 
est done la somme 8 2(—1)}"" qui est preeisement f(M), m &tant d’apres 
la relation prec&dente un diviseur de M moindre que son conjugue, avec la 
möme convention de reduire & moitie le terme pour lequel, ayant n=0, le 
diviseur coinciderait avec son conjugue. 

D’une maniere toute semblable s’etablirait l’identit@ des expressions 
suivantes dues &galement A Jacobi: 


2k'K ‚rg gi@’+") 
—— 1-426-IPe>D — 144 8(--1)" 
Ei HAI, 
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Mais j’arrive, sans m’y arreter, & une consdquence de la formule pre&eedente: 


<k h 1 „m? j} 
= 1er ER) = ErMYgE 


qui concerne la somme 


= KUH HLO) ++. 


Partant A cet effet de la relation: 


42 eDygr (En) = EICH, 


je divise les deux membres par Yg, et je change ensuite q en Yg; il vient ainsi: 


12 1rengte (ET) = Spangiun 


J'opere maintenant comme je l’ai fait dans les Acta Mathematica (T. V, p. 310), 


et Jobtiens cette expression: 


S = 42(-1)e-n[E (= .e “+H)+E (7 Am )], 


ou il faut prendre m=1, 3,5, .... u, en designant par u le plus grand 
nombre impair compris dans YM. Mais on a E(z+1)=E(z)-+1; nous 
pouvons done &@erire plus simplement: 


S = 48(--1-D LEI 1)"- yg(H—® Er 


4m 
puis, comme on le voit facilement: 


Ss = 2[I + DJHSE- ID E(HIR ) 


Ce resultat conduit immediatement & la valeur asymptotique de la 





somme S; il suffit en effet de remplacer E(* ro par - I pour en 





conelure, aux termes pres de l’ordre u: 
M—m 
BE a - ut. 
S = 8r(-1yen( ni 
Mais la formule ainsi obtenue: 


„dee au 1-444- + ]- 2[1-3+5—  +(- Deu] 


se simplifie en negligeant ces termes d’ordre u ou YM. On a d’abord: 
2[1-3+5—  - +(-)4 Du) = (-DUeDP(u+]), 
puis 
(— 13-1) nt 0 
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otı 9 est en valeur absolue moindre que V'unite, de sorte quiil vient simplement 
S = 1Mn. 


Le m&me proc&de permet de tirer de l’&quation: 
ge +n) 


_ SER/N\.N 
a er u (N)q 


la valeur asymptotique de la somme: 
= F(1)+F(2)-+---+F(N). 
On part A cet effet de l’expression 


Bee), 


ou il faut prendre »=1, 2, ... v, v etant l’entier contenu dans la quantite 
vaN+1—1, et on en conclut, aux termes pres de l’ordre de YN: 

S, = 41NlogN+(C-HN 
en designant par C la constante d’Euler. 

Je considere en dernier lieu la fonetion numerique $(N) representant 
le nombre des decompositions de N en deux facteurs d et d’ telles qu’on ait 
d>kd ou k est un entier arbitraire. Partant de l’@quation 

sa 
u 
jen deduis d’abord pour la somme 


\ 


Zb(N).g“ 


Ss, = PU+P$(2)+--+P(N) 
cette valeur 


„f N—kn’ 
S;, = ZE( r ) („=1,2,3,...,) 
n 


en faisant 
/N ). 
= E(}-, 


Il en resulte qu’on a, avec une erreur moindre que v, 


el E) = Nf1r344--+—]-4°8?, 


puis, si l’on neglige les termes d’ordre v: 


5, = Nllogr+)- 47, 
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et plus simplement: 





S, = 4Nlog + (C- HN. 


Dans le cas de k=3 on a A considerer non pas le nombre des diviseurs 
jue jai nommes d et d’, mais la somme >(d’+3d) que certaines formules 
donnent eomme un element numerique propre & exprimer le nombre des U 
deeompositions de N en einq carres impairs, et c’est ce qui m’a fait penser 

ä la recherche que je viens de vous exposer.... 


Paris, 29 novembre 1885. 
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Ueber einige Anwendungen der Modulsysteme auf 
elementare algebraische Fragen. 
(Von L. Kronecker.) 


® 


Einleitende Bemerkungen über Congruenzen nach Modulsystemen. 


Duren den Congruenzbegriff, welchen Gauss im art. I der „Disquisitiones 
arithmeticae“ eingeführt hat, wird von dem speciellen Werthe des ganz- 
zahligen Coeffieienten von m in der Zahlform *): 

a+ km 
abstrahirt; es wird das „Gemeinsame“ aller durch diese Zahlform darstell- 
baren ganzen Zahlen: 


.., a—-dm, a—2m, a—m, a, a+m, a+2m, a+t:m, 


gruent“ be- 


hervorgehoben, indem sie als einander „nach dem Modul m con 
zeichnet werden. 

Die Reihe der Zahlen «+ Am ist durch zwei Grössen. nämlich durch 
den festen Modul m und irgend ein Glied der Reihe, völlig bestimmt: und 
es ist demgemäss jede Reihe unter einander (nach irgend einem Modul) 
eongruenter Zahlen: 


durch zwei Invarianten zu charakterisiren. Solche zwei Invarianten kann 
man z. B. (rein arithmetisch) bestimmen, indem man die eine als die ihrem 
absoluten Werthe nach kleinste der Zahlen a selbst. die andre aber als die 
absolut kleinste der Differenzen der verschiedenen Zahlen « definirt **). 
Die letztere Invariante giebt dann den absoluten Werth des Moduls m, nach 


*) Vgl. art. II der „Disquisitiones arithmeticae“. 
g q 


**) Um auch in dem Falle, wo der absolut kleinste Werth der positiven Zahlen 
a gleich dem der negativen ist, eine Bestimmung zu treffen, kann hinzugefügt werden, 
dass alsdann die negative Zahl als Invariante genommen werden soll. 
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welchem die verschiedenen Zahlen der Reihe a’, «’, a”, ... einander con- 
oruent sind, während die erstere den Werth: 


m R( - ) 


hat. Hier ist, wie in meinen früheren Aufsätzen, unter R(«) der Rest zu 
verstehen, welcher verbleibt, wenn man von der Grösse « die ihr zunächst 
benachbarte Zahl subtrahirt, während für den Fall, wo « genau in der 
Mitte zwischen zwei benachbarten ganzen Zahlen liegt, Rleo)= —! zu 
nehmen ist. 

Der ebenso einfache als weittragende Gedanke, welcher der Gauss- 
schen Einführung des Congruenzbegriffes in der ersten Seetion der Disgg. 
arithm. zu Grunde liegt, lässt sich auch im Anschluss an jene allgemeinen 
Prineipien erörtern, mittels deren Gauss in der fünften Section seines Werkes 
die Theorie der quadratischen Formen begründet®). Definirt man nämlich, 
vemäss den a. a. O. entwickelten Prineipien, zwei lineare Formen je einer 
Unbestimmten: 


! 


a+bz, a+bx 


' 


als einander äquivalent, wenn jede in die andere durch eine ganzzahlige 


Substitution: 
z=or+ß, !=ac+ß 
iibergeführt werden kann, so sind die nothwendigen und hinreichenden Aequi- 
valenzbedingungen die folgenden: 
b=+b, a=a (mod. b), 
und der Begriff der Congruenz der Zahlen: 
a=a (mod: m) 
deckt sich also vollständig mit dem der Aequivalenz der Linearformen: 
a+mzCva-+mk, 


wie ich neulich schon bei einer anderen Gelegenheit auseinandergesetzt 
habe **), 


*) Vgl. meine Auseinandersetzungen über das gedanklich Neue der Gaussschen 
rs. . vr . oO y .n D * 1. 
[heorie am Schlusse des $ 22 meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doectorjubiläum 
S. 94 und 9. 


*#=) Vgl. art. I meines Aufsatzes „Die absolut kleinsten Reste reeller Grössen“ im 
Sitzungsberiehte der hiesigen Akademie der Wissenschaften vom 30. April 1885. 
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Nimmt man nun an Stelle der Linearformen mit einer Unbestimmten 
solche mit beliebig vielen Unbestimmten: 


a+m 2, +m,2,+--+m,z, 


und definirt zwei Formen: 


h=u k=v 
a+ Em,z,,. a+3m,z, 
h=1 k=1 
als einander äquivalent, wenn sie durch ganzzahlige Substitutionen: 
' ! ! rd 7 ) 2 
€, = Ze LE 7F TI, = u CC E En 


in einander transformirt werden, so bildet dies einen unmittelbaren und ganz 
naturgemässen Uebergang von dem Gaussschen Begriffe der „Congruenz 
nach einem Modul“ zu dem allgemeineren Begriffe der „Congruenz nach 
einem Systeme von Moduln“. Denn die nothwendigen und hinreichenden 
Bedingungen für die Aequivalenz der Formen: 
h=u i k=v wr.: 
ada+ nn m,T,, a+ = m,T, 


werden zuvörderst durch die Gleichungen: 
(A.) a=a+ = CM, a=a,+ = CM, 
(B) m= = CM, m, = 2 c,,m, 
4 2 h 


ausgedrückt. Man kann aber ferner, nach Gauss’ Vorgang, von den spe- 
eiellen Werthen der ganzzahligen Coefficienten e, ec’ in den Gleichungen 
(A.) und (B.) abstrahiren und das „Gemeinsame“ der durch die Zahlform: 


h=u 


a+ 5 cm, 
k=1 


darstellbaren Zahlen hervorheben, indem man dieselben als einander 
„nach dem Modulsystem (m,, m;,....m,) eongruent“ 


bezeichnet. Dann ergiebt sich auch der Begriff der „Aequivalenz der Mo- 
dulsysteme“ 


(Mi, MM»... M,) (Mi Mi». M,) 
von selbst, da vermöge der Gleichungen (B.) die Gesammtheit der durch jede 


der beiden Zahlformen: 
h=ü 


k=) 
a+ cum, +2 CM; 
h=] pen ] 


dargestellten Zahlen genau dieselbe ist, und die Gleichungen (B.) erweisen 
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sich demgemäss als charakteristisch für die Aequivalenz: 


(mi, My 2... m,) CD (m, My -.. M,). 


Hiernach lassen sich — im unmittelbaren Anschluss an die @aussschen Ent- 
wiekelungen — die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die 
Aequivalenz der Linearformen: 
h=u k=y ER 
a+3m,x,, a+3:m,.z;, 
h==1 k=1 


dureh die Congruenz: 
a= «a (modd. m,, m,, ... m, 
in Verbindung mit der Aequivalenz: 
(Mi, My, 2.2. mu) CD (Mi, Ma, 2... M,) 
ausdrücken. 

Hat das Modulsystem (m,, m», ...m,), wie hier angenommen worden, 
lauter ganzzahlige Elemente, so ist es offenbar einem solchen äquivalent., 
welches nur ein einziges Element, nämlich den grössten gemeinsamen Theiler 
der « Zahlen m, enthält. In diesem Falle ist also die Einführung von 
Modulsystemen unnöthig *). Aber bei dem Fortschritt von der gewöhn- 
lichen Zahlentheorie zur arithmetischen Behandlung ganzzahliger Functionen 
von unbestimmten Variabeln ist die Einführung von Modulsystemen n»oth- 
wendig. 

Bedeuten A, M,, M,, ... M,, A', M,, M,;, ... M, ganze ganzzahlige 
Funetionen der unbestimmten Variabeln W, RN”, ... RC" oder also „ganze 
Grössen“ des Rationalitätsbereiches (R, WR, ... RC"), so ist gemäss den 
oben aus dem Gaussschen Congruenzbegriff hergeleiteten Begriffsbestimmungen 
die Aequivalenz zweier „Modulsysteme‘ 

(M,, M,, ... M,); (M,, M;, ... M,) 
und die „Congruenz zweier Grössen A, A’ nach einem dieser Modulsysteme“ 
durch ein System von Gleichungen: 


( A.) A= A+2Z WM; ; A = A+2C.M,, 
: ki, ... PM 
(B) M,= = C,,M,;, MN, = 0, M,, BL, 


iv) 


zu definiren, in welchen die Coeffieienten C, C’ ebenfalls ganze Grössen des 


*) Dass trotzdem die Anwendung von Modulsystemen in der gewöhnlichen Zahlen- 
theorie von mancherlei Nutzen ist, davon habe ich mich in den Universitätsvorlesungen, 
welche ich in diesem Winter halte, bei mehreren Gelegenheiten überzeugt. 
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ur 


tationalitätsbereichs (WM, RT, ... RC”) bedeuten. Durch eben dasselbe 
System von Gleichungen ist aber auch die Aequivalenz der Linearformen: 


h=u 


AHEMX,. A+EMIX, 
h=1 k—1 


zu definiren, da diese vermöge der Gleichungen (A.) und (B.) in einander 
durch Substitutionen mit ganzen, dem Rationalitätsbereich (R, N, ... N") 
angehörigen Coeffieienten übergehen, Die Aequivalenz dieser beiden Linear- 
formen wird also wiederum durch die „Uongruenz“: 


A=A' (modd. M,, M,.... M,) 
in Verbindung mit der „Aequivalenz“: 

(M,, M,, ... M,) wo (M,, M,, ... M,) 
charakterisirt. 

Wenn die Linearform MX, +M,X,+--4M,X, durch lineare Sub- 
stitution mit ganzen, dem Rationalitätsbereich (RW, R,... R") angehörigen 
Coeffieienten in die Linearform MX, +M;X,-+---+M,X, übergeht, so ist nach 
Analogie der von Gauss in die Theorie der quadratischen Formen einge- 
führten Begriffsbestimmungen die erstere Linearform als „die letztere ent- 
haltend‘‘ zu bezeichnen. Wird diese Ausdrucksweise auf die Coeffecienten 
der Formen übertragen, so ist 

„das Modulsystem (M,, M,, ... M,) ein das Modulsystem 
(M,,M,;,... M/,) enthaltendes,“ 
wenn die « Uongruenzen: 

M,=0 (modd. M,, M,;,,... M)) M=1,2,... u) 
bestehen. Das gegenseitige Enthalten zweier Modulsysteme begründet hier- 
nach deren Aequivalenz. 

Die Gesammtheit der Grössen: 


h='y 
A+E3KM, 
h=]1 
d. h. derjenigen Grössen, welche man erhält, indem man für K,. K.... K, 
irgend welche ganze ganzzahlige Functionen von WR, R",... RN" setzt, ist — 
ähnlich wie oben die specielle Reihe der Zahlen a+Am — durch ein System 


von Invarianten (in endlicher Anzahl) zu charakterisiren, z. B. dureh das 

System eben der Grössen A, M,, M,, ... M,, welche hier zur Definition der 

(resammtheit von Grössen A+K,M,+K,M,+--+K,M, dienen. Ein solches 

charakteristisches System von Invarianten kann jedoch in mannigfaltiger 
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Weise aufgestellt werden. Die Anzahl der zur Charakterisirung sämmtlicher 
Grössen A+ K,M, + KM, + -+K,M,, ausreichenden Invarianten bestimmt sich 
durch die Anzahl der Elemente des Rationalitätsbereichs, also durch die 
oben mit n—1 bezeichnete Zahl. Es kann nämlich erstens als eine der 
Invarianten irgend eine der Grössen A+ KM, + KM, +. -+K,M, selbst 
vewählt werden. Wird dann zweitens eben diese Grösse von jeder der 
anderen subtrahirt, so erhält man die Gesammtheit aller derjenigen 
(Grössen des Rationalitätsbereichs (WM, N, ... RN"), welche das Modulsystem 
M,,M,,... M,) enthalten, und wenn man alle diese Grössen, unter denen ja auch 
M, M;. ... M, selbst vorkommen, wieder als Elemente eines Modulsystems 
auffasst, so ist dasselbe dem Modulsysteme (M,, M,,... M,) äquivalent. Um 
also dieses aus jenem zu ermitteln, bedarf es nur eines Verfahrens, mittels 
dessen die Anzahl der Elemente eines Modulsystems auf eine von vorm 
herein zu bestimmende Zahl redueirt werden kann, und ein solches Ver- 
fahren ergiebt sich, wie ich im $ 21 (8. 78) meiner Festschrift zu Herrn 
Kummers VDoetorjubiläum gezeigt habe, aus der allgemeinen Theorie der 
Elimination. Durch diese sind daher die Invarianten der Gesammtheit aller 
unter einander nach irgend einem Modulsystem congruenten ganzen Grössen 
des Bereichs (W,W, ... NP) zu ermitteln, indem sie es ermöglicht, ein 
\lodulsystem von beliebig vielen Elementen auf eines zu redueiren, in 
welchem die Anzahl der Elemente von vorn herein durch die Anzahl der 
Klemente des Rationalitätsbereichs bestimmt ist. 

Die Gesammtheit der (unendlich vielen) Grössen KM +K,M;-+--- 
+ +K,M, bildet eine besondere Gruppe von Grössen des Rationalitätsbereichs 
WR... NP), welehe der Kürze halber mit @ bezeichnet werden mögen. 
Ist diese Gruppe auf irgend eine Weise definirt, so kann daraus nach vor- 
stehender Auseinandersetzung das System (M,, M,,.... M,) oder ein äquiva- 
lentes ermittelt werden, d.h. es kann ein System von Grössen, die zur 
Definition der Gruppe ausreichen, durch arithmetisch-algebraische Methoden 
aus den definirten Grössen selbst hergeleitet werden. Doch bedarf dies, 
ebenso wie die dabei benutzte Bildung von Modulsystemen mit unendlich 
(oder unbestimmt) vielen Elementen einer näheren Präeisirung. 

Wird nämlich ein bestimmtes arithmetisch-algebraisches Verfahren 
vorausgesetzt, mittels dessen alle diejenigen Grössen @, der zu definirenden 
Gruppe ganzer ganzzahliger Funetionen von W, R, ... RR" aufgestellt 
werden können, für welehe sowohl die Coeffieienten als auch die Exponenten 
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der verschiedenen Potenzen der Variabeln WR ihrem absoluten Werthe naclı 
kleiner sind als eine beliebig gegebene Zahl N, und wird ferner eine Be- 
stimmung darüber vorausgesetzt, wie gross N angenommen werden misse, 


damit die gesammte Gruppe schon durch die Grössen @, repräsentirt werde. 
d.h. damit alle Grössen der Gruppe das aus den Grössen @, allein ge- 
bildete Modulsystem enthalten, so kann bei der obigen Deduetion anstatt 
der aus unendlich (oder unbestimmt) vielen Grössen bestehenden (sesammt- 
heit der ein Modulsystem enthaltenden Grössen von vorn herein eine end- 
liche Anzahl derselben zu Grunde gelegt und daher an Stelle jenes dort 
benutzten Modulsystems mit unendlich vielen Elementen dasjenige gebraucht 
werden, welches nur die Grössen @, als Elemente enthält. Die dort er- 
örterte Frage redueirt sich alsdann offenbar nur auf die, ein gegebenes 
beliebig viele Elemente (in endlicher Anzahl) enthaltendes Modulsystem in 
ein äquivalentes zu transformiren, bei welchem die Anzahl der Elemente 
eine feste, durch den Rationalitätsbereich (W,R,... AR") allein bestimmte 
Zahl nicht überschreitet. 

Ohne die hier näher erörterten Voraussetzungen, d. h. also ohne die 
Möglichkeit von vorn herein Modulsysteme mit unendlich vielen Elementen 
durch solehe mit einer endlichen Anzahl von Elementen ersetzen zu können, 
ist aber die Begriftsbildung eines „Modulsystems mit unendlich vielen Ele- 
menten“ nicht anwendbar. Will man sie dennoch, als eine rein logische, 
zulassen, so darf dies doch nur unter dem Vorbehalte geschehen, dass bei 
den speciellen arithmetischen Anwendungen des arithmetisch nieht hinreichend 
präeisirten Begriffs in jedem einzelnen Falle der Nachweis der Erfüllung 
jener Voraussetzungen erbracht, d. h. also eigentlich, dass in dem einzelnen 
Falle die Einführung von Modulsystemen mit unendlich vielen Elementen 
als unnöthig erwiesen wird. 

Nimmt man zu den gewöhnlichen „rationalen“ Operationen, nämlich 
zur Addition, Subtraetion, Multiplication und Division, noch die Differentiation 
hinzu, so genügen freilich Modulsysteme mit einer festen, nur durch die 
Anzahl der Variabeln bestimmten Anzahl von Elementen nieht mehr, son- 
dern man braucht dann auch Modulsysteme mit einer „unbestimmten® An- 
zahl von Elementen, d. h. mit einer solehen, die beliebig zu vergrössern 
ist, und die also in dem gewöhnlichen Sinne als „unendlich“ bezeichnet 
werden kann. Aber grade weil die Einführung solcher Modulsysteme erst 
beim Ueberschreiten der Grenzen der eigentlichen Algebra weboten er- 
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scheint, muss sie in den arithmetisch -algebraischen T'heorieen vermieden 
werden *). 


Für die Modulsysteme, deren Elemente einem natürlichen Rationalitäts- 
bereiche (#,R",... RA") angehören, ist der Begriff der „Stufe“ oder des 
„Ranges“, den ich in meiner Festschrift zu Herrn Kummers Doctorjubiläum 
näher entwickelt habe, von prineipieller Wichtigkeit. Es giebt, wie a. a. 0. 
im $ 21, VII. hervorgehoben ist **), unter den Modulsystemen eines natür- 
lichen Rationalitätsbereichs von n—1 unbestimmten Variabeln „reine Modul- 
systeme erster, zweiter, ... ner Stufe und dem entsprechend auch „reine 
Formen der n verschiedenen Stufen“. 

Ein reines Modulsystem mie Stufe (M,, M,,... M,) kann so beschaffen 
sein, dass mittels der « Gleichungen: 

a=0 MU... u=0V 
eine genau (n—m-—1)-fache Mamnigfaltigkeit aus der (n—1)-fachen Mannig- 
faltigkeit (W,R, ... RC) ausgeschieden wird; es kann aber auch so be- 
schaffen sein, dass ein äquivalentes System (M,, M,;,... M,) gebildet werden 
kann, in welchem eines der Elemente z. B. M, eine ganze Zahl ist, wäh- 
rend die v»—1 Gleichungen: 

Bi un ... Ei, = 
eine genau (n—ıt)-fache Mannigfaltigkeit repräsentiren. | 

Eine „reine Form m!® Stufe“ ist eine solche, in welcher die Coef- 
fieienten der Unbestimmten ein reines Modulsystem m!® Stufe bilden; eine 
solehe Form kann aber auch gemäs$ $ 22, IX”. und X". meiner oben 
eitirten Festschrift dadurch charakterisirt werden, dass sie, nach Multipli- 
cation mit einer primitiven Form des Bereichs (WR, ... RN"), sich als 

*) Die obigen Erwägungen stehen, wie mir scheint, der Einführung jener Dede- 
/indschen Begriffsbildungen wie „Modul“, „Ideal“ u. s. w. entgegen; ebenso auch der 
Einführung der verschiedenen Begriffsbildungen, mit Hülfe deren in neuerer Zeit 
vielfach (zuerst wohl von Heine) versucht worden ist, das „Irrationale“* ganz allgemein 
zu fassen und zu begründen. Selbst der allgemeine Begriff einer unendlichen Reihe, 
+. B. einer solehen, die nach bestimmten Potenzen von Variabeln fortschreitet, ist 
meines Erachtens nur mit dem Vorbehalte zulässig, dass in jedem speciellen Falle 
auf Grund des arithmetischen Bildungsgesetzes der Glieder (oder der Coefficienten), 
ähnlich wie oben, gewisse Voraussetzungen als erfüllt nachgewiesen werden, welche 


die Reihen wie endliehe Ausdrücke anzuwenden gestatten, und welche also das Hin- 
ausgehen über den Begriff einer endlichen Reihe eigentlich unnöthig machen. 

=) Vgl. auch die ausführlicheren Auseinandersetzungen in Herrn Molks Abhandlung: 
„Sur une notion qui eomprend celle de la divisibilite et sur la th&orie generale de 
elimination“ Chapitre Ill. Acta Mathematieca Tome VI. 
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lineare homogene Function (mit ganzen, dem Bereich (W, WR, ... N") an- 
gehörigen Üoeffieienten) von genau m Formen darstellen lässt, die mit der 
darzustellenden Form in ihren Coefficienten völlig übereinstimmen, sich aber 
durch die Unbestimmten von ihr sowie von einander unterscheiden. 


Eine fernere wichtige Eigenschaft der Modulsysteme und der Formen 
ist ihre Zusammensetzbarkeit im Sinne der Aequivalenz. Die Composition 
der Formen: 

MX, + MX, +. +M,X,, MX+MX-+--+M,X, 


erfolgt durch wirkliche Multiplieation, die der Modulsysteme also «durch die 
Bildung eines neuen, dessen Elemente die ur Produete: 

M, MH; (, y ra 
sind. Hieran knüpft sich unmittelbar die Frage der Möglichkeit der De- 
eomposition eines gegebenen Modulsystems oder einer gegebenen Form. 
Wie es nun offenbar Modulsysteme und Formen giebt, die solchen äqui- 
valent sind, welche durch Composition aus anderen gebildet werden können. 
so giebt es auch Modulsysteme und Formen, bei denen dies nicht der Fall 
ist, und die deshalb als „nicht zerlegbar (im Sinne der Aegnivalenz)* zu 
bezeichnen sind. Aber unter den nicht zerlegbaren Modulsystemen oder 
Formen giebt es doch noch solche, die andere Modulsysteme oder Formen der- 
selben Stufe „enthalten“, wie ich am Schlusse des $ 21 meiner mehrerwähnten 
Festschrift hervorgehoben habe, und es empfiehlt sich desshalb, unter den nicht 
zerlegbaren Modulsystemen und Formen noch diejenigen in besonderer 
Weise zu kennzeichnen, bei denen dies nicht der Fall ist, welche also keine 
anderen Modulsysteme oder Formen derselben Stufe unter sich enthalten. 
Für diese besonderen nicht zerlegbaren Modulsysteme und Formen soll 
nunmehr die Bezeichnung als: 


„Primmodulsysteme“ und „Primformen“ 


vorbehalten werden, welche ich in den $$ 21, VI und 22, VI meiner Fest- 
schrift als völlig gleichbedeutend mit der Bezeichnung der Systeme und 
“ormen als „nicht zerlegbare“ angewandt habe. 

Es werden hauptsächlich Primmodulsysteme eines natürlichen Ratio- 
nalitätsbereichs (R, NR, ... RU) von einem bestimmten m!" Range, in dem 
eben dargelegten engeren Sinne, im Folgenden zur Anwendung kommen. 
Für solche Modulsysteme theilen sich die sämmtlichen ganzen Grössen des 


yr 


hationalitätsbereichs (R, NR. ... RU) in zwei Gruppen, von denen die 
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eine alle das Modulsystem enthaltenden Grössen, die andere alle übrigen 
umfasst. Die Grössen dieser anderen, durch ein Primmodulsystem mt° Stufe 
aus dessen Integritätsbereich [®', R”, ... R""] ausgesonderten Gruppe können 
ihrerseits so charakterisirt werden, dass sie mit dem Primmodulsystem zu- 
sammen Modulsysteme (m+-l)!e Stufe bilden, oder dass sie (nach dem 
Primmodulsysteme) Formen (m+1)te Stufe congruent sind, d. h. also solchen 
Formen, die für Modulsysteme mter Stufe (uneigentlich) primitive oder Ein- 
heits-Formen sind *). 


Denn, wenn (M,, M,,... M,) ein Primmodulsystem m'® Stufe und M, 


irgend eine Grösse des Integritätsbereichs [|W, RT, ... N] bedeutet, so ist 
das Modulsystem (M,, M,, M,, ... M,) offenbar in (M,, M,,... M,) enthalten, und 
da dieses, als Primmodulsystem keine anderen Modulsysteme m!‘ Stufe ent- 
hält, so muss das Modulsystem (M,, M,. M,. ... M,) entweder mit (M,, M,, ... M,) 
äquivalent oder aber ein System (m+1)'!" Stufe sein. Im ersteren Falle 
muss M, nach dem Modulsysteme (M,,M,,... M,) eongruent Null und also 
eine Grösse der ersten von jenen zwei Gruppen sein. Es muss daher, 
wenn JH, der zweiten Gruppe angehört, (M,, M,, M,;,... M,) ein Modulsystem 
m-+1)'® Stufe und M,+ UM, +--+U,M, eine Form (m-+1)!e Stufe sein, 
welcher M, selbst offenbar nach dem Modulsystem (M,,M,,... M,) eongruent 
ist. Jede Grösse des Integritätsbereichs [W, WR, ... RU" ] ist also modulis M,. 
W,, ... M,, wenn dies ein Primmodulsystem ist, entweder der Null oder 
einer Einheitsform congruent. 

So ist z. B. für das Primmodulsystem zweiter Stufe (A, WW) die 
Variable NR’ eine Grösse der zweiten Gruppe und der Form: 

NAHM YHN” 

congruent, welehe an sich eine Form dritter Stufe, aber für Modulsysteme 
zweiter Stufe als eine uneigentlich primitive oder Einheits-Form zu bezeichnen 
ist. Es bildet ferner die Grösse W” mit dem Modulsystem (W, NR) zu- 
sammen das Modulsystem (W, RW, NR”), welches offenbar den Rang drei hat. 
So ist ferner für eine gewöhnliche Primzahl p die Gesammtheit der ganzen 
Zahlen in zwei Gruppen zu theilen, deren eine die sämmtlichen durch p 
theilbaren Zahlen umfasst, während jede der übrigen Zahlen modulo p otten- 
bar unter der Zahl Eins enthalten, also eine Eirheit ist. Denn für jede 
durch p nicht theilbare Zahl r existirt ja eine Zahl s, weiche der Con- 


”) Vgl. s 22, VII der mehrfach eitirten Festschrift. 
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gruenz: rss= 1 (mod.p) genügt. Jede ganze Zahl ist also modulo p ent- 
weder Null oder Einheit. 


Wenn das Produet von zwei ganzen Grössen des Rationalitätsbereichs 
Er RU») eine Grösse der ersten von den beiden Gruppen ist, in welche 
sich die sämmtlichen ganzen Grössen des Bereichs für ein Primmodulsystem 
theilen, so muss mindestens eine der beiden Grössen selbst der ersten Gruppe 
angehören, d.h. 

der Fundamentalsatz der gewöhnlichen Zahlentheorie, dass ein 
Produet nur dann für einen Primzahlmodul eongruent Null sein 
kann, wenn einer der Faetoren eongruent Null ist. gilt auch für 
allgemeine Primmodulsysteme. 

Denn wenn M, M,, ... M, die Elemente eines Primmodulsystems 
und M, M, irgend zwei Grössen des Integritätsbereichs [W,W, ... Mi 
bedeuten, so folgt aus der Uongruenz: 

MM,=0 (modd.M, M,,... M,), 
dass auch das Produet der beiden Formen: 
M+U,M, +U;M,+--+U,M, M+UM-+UM,-+--+U,M, 
das Primmodulsystem (M,, M,,... M,) enthalten muss. Beide Formen können 
also nicht für dieses Primmodulsystem eigentlich oder uneigentlich primitiv 
sein. Dies würde aber der Fall sein, wenn beide Grössen M, M, zur Gruppe 
derjenigen gehörten, die das Modulsystem nicht enthalten. 

Auf den Gedanken, den Gaussschen Begriff der Congruenz für Zahlen- 
moduln zu einem Begriffe der Congruenz für beliebige Modulsysteme zu 
erweitern, bin ich vor etwa 30 Jahren durch gleichzeitige Beschäftigung 


Fee) 


mit algebraischen und arithmetischen Untersuchungen geführt worden, und 
ich habe diesen Gedanken schon im Jahre 1858 vielen Mathematikern (vor 
Allen Dirichlet, Kummer, Weierstrass) in mündlicher Unterhaltung, seit dem 
Jahre 1862 aber auch in meinen Universitätsvorlesungen mitgetheilt und 
dadurch in weiteren Kreisen verbreitet. Durch den Druck habe ich die 
Elemente der Theorie der Modulsysteme erst in meiner Festschrift zu Herrn 
Kummers Doectorjubiläum veröffentlicht und dort hauptsächlich Anwendungen 
auf rein arithmetische Fragen beigefügt. Dass aber die Theorie der Mo- 
dulsysteme auch bei ganz elementaren algebraischen Fragen mit Erfolg an- 
zuwenden ist, indem sie die Methoden durehsichtiger erscheinen, die Re- 
sultate zugleich präciser und allgemeiner fassen lässt, soll hier an einigen, 
auch an sich interessanten Beispielen dargelegt werden. 
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U. 


Lineare Congruenzen für Primmodulsysteme. 


Bildet man aus #.f', in £ Zeilen von je € Elementen geordneten, 
unbestimmten Variabeln die Determinanten irgend einer (rte") Ordnung und 
bezeichnet dieselben (in beliebiger Reihenfolge) mit: 

ia : AA; WERE 
so kann man die £.t' unbestimmten Variabeln selbst, von denen man aus- 


gegangen ist, als Determinanten erster Ordnung, analog mit: 


y® ET FI 
ik k=12...1 ) 


bezeiehnen. Nimmt man nun noch F unbestimmte Variable: 
A Me 
hinzu und setzt: 


# Bin x 177(1 i=1,2 ft 
(1.) v‘ Fe < KA, Br. ) u) 
so ist die Determinante: 
ya! = L 2... 038 
roh 1=0,1,..r ) 


eine lineare homogene Function der # Variabeln X, deren Üoeffieienten 
sämmtlich Determinanten (r-+1)! Ordnung des Systems: 


(1) fiel, 2,...t\ 
E (k- 1%...) 


sind. Auf Grund der Theorie der Modulsysteme wird dies vollständig durch 
die Congruenz: 
2.) Et een ee) EEE?) 


ha 3..;.r7 
ausgedrückt, in welcher als Elemente des Modulsystems die sämmtlichen 


Determinanten (r+1)!® Ordnung des Variablen- Systems: 
(1) md... 
ik er.) 
zu nehmen sind. 
Entwickelt man nun die Determinante in der Congruenz (2.) nach 
den Elementen VS), so resultirt die Congruenz: 
(3.) ‚”ryD=0 (modd. Vi, VS, ... VD; ver vem, 
in welcher VY% die Determinante: 
| vs (,k=1,2,...r) 


* 
N, 
” 


. 


bedeutet, und welche offenbar nicht bloss für s > r, sondern auch für sr. 
also für alle # Werthe s=1, 2, ... £ besteht. 

Setzt man ferner, wenn / eine der Zahlen 1, 2,... r und m eine 
der Zahlen 0, 1, 2, ... t bedeutet: 


vo = |VP] ee) 


BE nn Pa BEE 5 ER 
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so wird für diejenigen Werthe von m, die nicht grösser als r sind: 


vr) — A) 


/m J 2) (/, m Wr ). 
wenn d„=0 oder d,,=1 ist, je nachdem /= m oder !=m ist. und für 


m—0$ wird: 


/m 





a w=zma (mise) 


,r+1,r+2,. f / 


Die Determinante V/’ wird also eine lineare homogene Funetion von: 
me. nt, , 
deren Coeffieienten selbst Determinanten rt° Ordnung sind: und zwar ist 
der Coefficient von A, für jeden Werth von / eine und dieselbe Determi- 
nante r!e" Ordnung: 
Ir Ghenn..n, 
welche schon oben mit V©% bezeichnet worden ist. 
Andererseits ist aber V;)’ offenbar eine lineare homogene Funetion 
der r Grössen Vi’, V3, ... VS’: und es besteht daher die Congruenz: 
vr=0 (modd. Vi. VD, ... V@) (1=1,2 
in welcher, der Natur der Sache nach, dem Modulsysteme rechts noch be- 
liebige Elemente hinzugefügt werden können. So ist also auch: 
5.) m=0—0 (modd. II, VO, ... V®) 
für jeden der r Indices i=1, 2, ...r. 
In der Entwickelung der schon oben betrachteten Determinante: 
IV BR. r ) 
nach den Elementen VW, VP, ... VS ist das erste, nämlich VI mit FY 
und aber irgend eines der folgenden Elemente V%’ mit F% multiplieirt. 
Es besteht daher die Congruenz: 
ve vrVe (modd. Vo, Vo, ... v9), 
und wenn man s gleich einer der Zahlen 1, 2, .... r setzt, so dass die 
Determinante links verschwindet, so geht diese Congruenz in folgende über: 
6.) vr =0 (modd. VW, VO, ... VO) G=1,2%,...n), 
Wenn man nun in der obigen Congruenz (3.) den Ausdruck auf 
der linken Seite und auch die ersten r Elemente des Modulsystems mit V/ 
multiplieirt, so erhält man die Congruenz: 
rei =0 (modd. VOIP, vDVD, ... vovo. ver, ver... 
welche für alle Indiees s=1, 2, ... f gültig bleibt, und man kann darin die 
ersten Elemente des Modulsystems auf Grund der Congruenz (6.) dureh 
die Elemente VI, VO, ... V® ersetzen. 
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Man gelangt hierdurch zu der Congruenz: 


7) mWWw=0 (meodd. Ip, M,... v9 ver vorm, ...) 
TE 2 Pe Fe +, 
welche in Verbindung mit der Congruenz (5.) das Ziel der vorstehenden 


Entwiekelungen bildet. Die beiden Congruenzen (5.) und (7.) zeigen, 


dass einerseits das Modulsystem (Vf, V&,... VY®P) in dem Modul- 
systeme (Vi), VSP,... V%?) enthalten ist, und dass andererseits dieses 
letztere Modulsystem unter Hinzunahme der Elemente VYe+", Y£+», ,., 
in dem ersteren enthalten ist, wenn dessen Elemente sämmtlich mit 
dem Quadrate der Determinante V//? multiplieirt werden. 

Dieses Resultat lässt sich auch folgendermassen formuliren: 


Im Sinne einer Congruenz für das aus allen Determinanten 
(r + 1)ter Ordnung VYP, VE»), ... gebildete Modulsystem lässt 
sich einerseits jeder der r Ausdrücke V% für ö=1, 2, ...r, di 


Ivo) kel,2..r 
Vi PX+ = | Vor A, EN RE 
als ganze lineare homogene Function der t mit V\, VS, ... VW 


bezeiehneten Ausdrücke: 


kt’ 


B: vvX, Ge1,2..0. 


k=1 


andererseits aber auch jeder dieser letzteren £ Ausdrücke, nach 
Multiplieation mit dem Quadrate der Determinante rt Ordnung V\, 
als ganze lineare homogene Funetion der ersteren r Ausdrücke 
V‘ darstellen, und zwar so, dass die sämmtlichen Coeffieienten 
ganze ganzzahlige Funetionen der £(£+1) unbestimmten Variabeln: 


re, A en) 
sind. 

Werden an Stelle der tf' unbestimmten Variabeln V\P irgend welche 
sanze Grössen eines natürlichen Rationalitätsbereichs (W, RW, ... RU) 
genommen, für welche die sämmtlichen Determinanten et 1)ter TO 
ein bestimmtes "N (M, M', M",...) des Rationalitätsbereichs 
RR, ... RC») enthalten, während die Determinante V$? eben dieses Prim- 
modulsystem nicht enthält, so lässt sich aus dem eben formulirten Resultat 
unmittelbar erschliessen, dass die beiden Systeme von linearen Congruenzen: 


mi 
Be 


Pr 
O1 
co 
die 
sti 
lös 
die 
un 
jeı 


Re 
be 
es 

Be 








Kronecker, über einige Anwendungen der Modulsysieme. 


kt’ 
(8.) ZVP’X,=0 (modd.M, M, M', ...) Ge, N), 
k=1 


(9.) VI X + 53 IVP|X,=0 (modd. M, M', M”, 


n=r+]1 
TEN a.) 

mit einander völlig äquivalent sind, d. h. also dass beide genau dieselben 
Bestimmungen für die zu bestimmenden f Grössen X enthalten. 

Nach den in früheren Aufsätzen eingeführten Bezeichnungen *) ist 
r die „Rang- oder Stufenzahl“ des Systems VS? „in Beziehung auf das 
Primmodulsystem (M, M',M',...)“, weil jede der Determinanten (r+1)! 
Ordnung, nicht aber jede der Determinanten r!® Ordnung (modd. M, M, M'", ...) 
congruent Null ist. Betrachtet man die Grössen I als die gegebenen, 
die Grössen X, aber als die gesuchten, gemäss den Uongruenzen (8.) zu be- 
stimmenden, so sind es die Congruenzen (9.), welche die vollständige Auf- 
lösung der ersteren enthalten. Da nun in den Congruenzen (9.) offenbar 
die !—r Grössen X,,, A,4» -.. A, unbestimmt gelassen werden können 
und nur die r Grössen X, A. ... X, sich als lineare homogene Funetionen 
jener !—r übrigen bestimmen, so zeigt sich, dass 

durch ein System von ÜCongruenzen: 
Bet 


ZVP’X,=0 (modd. M, M, M", 
l 


k 


. 
. 
| 


in welchem Vi, M, M. M,... beliebige Grössen eines natür- 
liehen Rationalitätsbereichs bedeuten und die letzteren ein Prim- 
modulsystem bilden, die £-fache Mannigfaltigkeit der Grössen X 
auf eine genau (!—r)-fache Mannigfaltigkeit eingeschränkt wird. 
wenn die Zahl r den Rang des Systems V% in Beziehung auf 
das Modulsystem (M, |, IM, ...) bezeichnet. 

Es verdient hervorgehoben zu werden, dass dieses ganz allgemeine 
Resultat auf die zugleich einfachste und vollständigste Weise durch die 
beiden obigen Congruenzen (.) und (7.) dargestellt wird, und zwar wird 
es dort, da die Congruenzen für Modulsysteme, ihrer Definition nach, das 
Bestehen gewisser Gleichungen ausdrücken, 


*) Vgl. Art. X meines Aufsatzes: „Die Periodensysteme von Funetionen reeller 
Variabeln“ im Sitzungsberieht der hiesigen Akademie vom 20. Nov. 1854, Stück XLVI 
Ss. 1078, 
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allgemeiner gefasst, 

als es jemals bisher geschehen ist. Das Streben, den mathematischen Re- 
sultaten eine solche, meines Erachtens nieht nur wünschenswerthe, sondern 
eigentlich allein in Beziehung auf Klarheit und Sicherheit befriedigende 
Fassung zu geben, hat mich bei der Einführung der Divisoren-Systeme so 
wie bei den vorliegenden Anwendungen derselben geleitet. Dass bei com- 
plieirteren Fragen die Bemühungen, sie in der hier charakterisirten vollendeten 
Weise zu lösen, vorläufig noch schwierig oder gar aussichtslos erscheinen, 
darf von der Fortsetzung soleher Bemühungen nicht abhalten. 

Für den speciellen Fall des absoluten Rationalitätsbereichs R= 1 
sind die Elemente V$” gewöhnliche ganze Zahlen und an Stelle des Prim- 
modulsystems (M, M, M’,...) tritt ein gewöhnlicher Primzahl-Modul p. 
Die F Congruenzen: 


k=t 
(8.) EZVVX,=0 (mod.p) OR RN 
k=1 


werden also durch eine genau (f—r)-fache Mamnigfaltigkeit von Werthen 
X befriedigt, wenn das System der # Zahlen VS in Beziehung auf den 
\lodul p vom Range r ist *). 

Man kann die Rangzahl r hier, indem man die € Grössen X als un- 
bestimmte Variable betrachtet, auch dadurch charakterisiren, dass r+1 die 
Stufenzahl des Divisorensystems: 


7a r- oo T/(1  Y7(1 > . » 
(p; = J v»’Äs = v’X,, .0.. = v\ ıX,) er... ) 


angiebt, dessen #-+1 Elemente dem Rationalitätsbereich (X, X, ... X,) an- 
sehören. 

Werden die # Grössen Vf’, wie im Anfange dieses Artikels, als 
unbestimmte Variable aufgefasst, so ist das aus allen Subdeterminanten 
r-1)'e Ordnung gebildete Divisorensystem: 

Be RER 


ein System von der Stufenzahl (E—r)(f—r), jedoch ein solches, dem Systeme 
höherer Stufen beigemischt sind. Denn erstens enthält jede der (—r)(! —r) 
Determinanten (r+1)!e Ordnung: 


| vn (7 ui, it a 


eur we 


*) Hierin liegt eine ausdrückliche Rechtfertigung jenes Ausspruches von Hrn. Rados 
auf 8. 259 dieses Bandes, womit der erste Absatz schliesst: „Ganz ebenso aber u. s. w.“ 


in der Form identischer Gleichungen präeiser, übersichtlicher und 
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welehe den Indexwerthen: 


i='r+l, r+2,....t; k=er+l, r+2,...f 


entsprechen, ein Element, nämlich Vj, welches in den übrigen nicht vor- 
kommt. Das aus diesen Determinanten gebildete Divisorensystem: 


a RT) 
in welchem zur Abkürzung: 
Gt-r)(Ü—r) = 0 
vesetzt ist, hat also die Stufenzahl o. 
Entwickelt man nun zweitens eine dieser o Determinanten nach den 
Elementen der letzten Horizontalreihe, so kommt: 


m / 
(1 ’(r Y (1 ’(r) ’(1)1 
J 5 ) J D+ P: l 10 J mi — ) A \ ( / 
1 


und es ist hierbei Vi? = VW). Da die Determinante rechts für ö>r, k>r 
eben eines der Elemente jenes Divisorensystems (10.), für alle anderen 
Werthe von ö und k aber gleich Null ist, so besteht die Congruenz: 


m=ı 
Ce) vu) — + VU) VO ’(r+1) (r-+1 ’(r4+1)\ 
} 1 v‘ nn = rv } 0 (modd. } | 4 J ) 7 Wer R 5 
m == 


offenbar für alle Werthe von ö und %, d.h. für«=1,2,...tundk=1,2,...t. 


u wi 


Jedes System von (r-+1)’ Grössen: 


> #3 RL (, | | k 
m] , 
ist aber offenbar aus den beiden Systemen von je r(r+1) Elementen: 
y\) v() [ > a . Us * . . \ 
| \ m ı. 2 } J 
zusammengesetzt; die aus je (r+1) Grössen: 
2 7% (es) 


gebildete Determinante ist daher für jenes Modulsystem (V >, Vy 9, ... ve» 
eongruent Null, d. h. 
jede der Determinanten (r+1)!® Ordnung des Systems V{D enthält, 
nach Multiplieation mit V}’. dasjenige Modulsystem, dessen Ele- 
mente jene besonderen o Determinanten (r+1)!e Ordnung: VI 
BETT ,;, Pt 
Das aus allen Determinanten (r+1)!e Ordnung zu bildende Modulsystem 
enthält also ausser dem Modulsystem ot“ Stufe: 


4 
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Ge en TE an 
noch dasjenige höherer Stufe, welches entsteht, wenn man diesen e Deter- 
minanten (r-H1)!e Ordnung die mit V$? bezeichnete Determinante rter Ord- 
nung hinzufügt. 
Der Sache nach ist diese letztere Entwickelung bereits im Art. I 
meiner „Bemerkungen zur Determinanten- Theorie“ enthalten *), aber ihre 


eigentliche Bedeutung konnte erst hier mit Hülfe der T’heorie der Modul- 
systeme dargelegt werden. 


Darstellung des grössten gemeinsamen Theilers von zwei ganzen Functionen von x für irgend ein 
Primmodulsystem des Bereichs ihrer Coeffieienten. 


$1. 


Bezeichnet man mit x, du. d4. ».. D,_1 ®or %ıs >. ®,_, unbestimmte 
Variable und setzt: 


Bla)= tn e+ne + +0,10", Vea)sutvetne + +0, at te", 


Ver) Z er 2. _3 Eo. 
V@) = We tw me” +. ın Inf., 


so sind ©. %,, Ws, ... ganze ganzzahlige Functionen der Variabeln v und e. 
Bedeutet nun m irgend eine Zahl, die kleiner als » oder auch gleich » ist. 
und nimmt man: 
9, Bu = 
G,k=1,2,... m), 
0, = du = WFT W;rr-ı 
so werden durch die Gleichung: 
(U.) a, = eV" (x) — Br) (0, h=0,1,2,... m) 
zwei ganze Funetionen von &: 
vorz), VB") (z) 
definirt, von denen die erstere vom m!®, die letztere vom (m—1)'“" Grade 
ist. Eben diese beiden Funetionen von z können aber auch in folgender 
Weise definirt werden: 
(A) VA)... 2 en Se ww, Ve (x) %=1,2,...m), 


wenn Vl"(z) die „Adjuncte* des Elementes ®%,,,.20—%;,,_, In der Deter- 


*) Bd. 72 dieses Journals S. 152. 
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minante V"(z) bedeutet und also dureh die Gleichung: 
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m» 


so ist: 


ne 
Via) = Zar 
erklärt wird. Bezeichnet man endlich noch die Determinante: 
[w.4:| 

welche den Coeffieienten von x” in VY“)(z) bildet, mit V 
Ola, FE oO’ la, na 
a hd en ee 

Ola 


a = WEB) 


o | a,n| os © | Ay | 


y h 6 ) 
i, k 0, 1,...m—1/) 


un — > — 1)"-1ln | zen (IyPYV ; 
OA OA ( J | i+- Ah | \ ) m» 


und die bekannte Determinantenformel: 


ola,,| ola,,| ola,.| Ola,.) — la oa, 
O4,, OGmm Am OA) Bi. oa Du 


liefert demnach die Relation: 


8) BOB IUNE) = Wr, 


Für jedes beliebige System von (m+1)’ Grössen a,, 


die Determinantengleichung: 
(&) |Sa,.”| = la, 


Da nun bei den oben angenommenen Werthen von a,,: 


F=h / J=h 
Sa,’ = (w—- Ew,_,2”)e’ 
=) ü J -1 


und aber für g >: 


w Er A . 
SS 4A,® = —W, 1-1 


in 


besteht offenbar 


wird, so geht jene Determinanten-Gleichung (&.) mit Berücksichtigung der 


h 


Gleichung (W.) in folgende über: 


ON hı a) h / m)/ Nm a 
D.) | Warn ++ Warm BE — FZw,_,2" | = WV IE) -BE) a=0, 1... m) 


1 
Setzt man hierin: 
Vz) r=% 
vo = — = > w,_TC” 
% (z) S u r—1 b) 


=1 


/ 


so wird in der Determinante auf der linken Seite das letzte Element gleich 


der unendlichen Reihe: 


Zur u 


u 
r—h+1 t—) 
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und da das Aggregat der ersten m Glieder dieser Reihe, als lineare Function 
der ersten m Determinanten-Elemente: 


| Bi EWR. + Man 
weggelassen werden kann, so resultirt die Gleichung: 
(D.) Va) VD) - Br (E)Vle) = Vle).|w,, Wurm --- Wurm 3 wo... 
m 
(h=0,1,2%,...m). 
Der Ausdruck auf der linken Seite ist eine ganze Function von x; der 
Ausdruck auf der rechten Seite enthält offenbar keine höhere Potenz von 
x als x""""', diese aber mit dem Üoeffieienten: 
’ wo, (,k=U0,1,... m) 
multiplieirt, der Ausdruck muss daher eine ganze Function (a—m-—-1)'" 
(rrades sein. Bezeiehnet man sie mit WU ”"—V(e), so ist: 
E&) BEI) VT BJ - BI ()V(a) = Were), 
also auch, wenn man hierin m—1 an Stelle von m nimmt: 
(E) Ba) V" I) Br Ie)Vez) = Wer (z), 
und aus diesen beiden Gleichungen resultiren endlich mit Berücksichtigung 
der Gleichung (8.) die Relationen: 

5, ETW TRI-B WE NE) = VBLe) 

3 | VOE) Wem) VD 2) Wenn 2) = YVl(e) 

Die hier gegebene Entwickelung findet sich, ihrem wesentlichen In- 
halte nach, schon in meinem Aufsatze „Zur "Theorie der Elimination einer 
Variabeln aus zwei algebraischen Gleichungen“, welcher im Monatsberichte 
der Berliner Akademie der Wissenschaften vom Juni 1881 abgedruckt ist. 
Doch waren hier einige formale Modifiecationen nöthig, um die folgenden 
Ausführungen daran knüpfen zu können. 


$ 2. 
Aus den beiden mit (&.) bezeichneten Relationen erhellt unmittelbar 
die Aequivalenz der beiden Divisoren- oder Modulsysteme: 
(vB) ie), Wei 
(BI) WELT, VE) WIE), WEREN(2)). 


deren Elemente ganze Grössen des natürlichen Rationalitätsbereichs: 


(Du, V,. .e..* V, -1 9 %1. "|, ... 0 V„- 1» rt) 
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sind. In dem letzteren der beiden Systeme kann aber noch das Element 
v:W“"(x) hinzugefügt werden, da es sich gemäss der Relation (B.) als 
sanze homogene lineare Function der beiden ersten Elemente desselben 
Systems darstellen lässt. Es resultirt daher die fundamentale Aequivalenz: 


F (Vn Bla), VYnVla), WE) 
9 Tv (Wen, EED)Wer LE, VE) WE, Were) 


und die Elemente dieser beiden einander äquivalenten tee sind 
folgendermassen definirt: 
h=n—1 h=n—1 


Ba)='E mal, Va)=a't E ve, 


h=) 


V„ . lw;;.l; V.(® (e) = |w,,,.0— Wirr+i (4 : Ze 
0, Wi. D;. u =z_. Dan 
Wı, EU, WE- Wr  ::.: War, 


m 


— (=) me 7 


DC—W, WE—W;, Kr w,C—W, 


Don Dr 1 On Om War +++ Wim 2 Wim 
Be), %,, 1D,. 1 RR 
we), WE, WE-W,  ... WEM, 
we (g) = ©,V/(2), WEe-0, WIE-W, WW unrı 
On VE), On CO, OnCT War ++: Wim 2 Mn 


Die Funetion W"""""(x) ist ferner gemäss den Gleichungen (D‘.) und (E. 
auch durch die Gleichung: 


= 
Wwe2 (2) — V(2) 3 1%, Wrr1 +++ Wyıtm-1s TR Tr ui 2 | 
!=m 


bestimmt, so dass also, wenn man zur Abkürzung die Determinante: 


I. (201 mi m) 
dureh V,, bezeichnet: 
Beet = 5" E.V, 
ga=1 !—m 


wird. In diesem Ausdrucke von W"" (=), in welchem übrigens oe, = 1 
zu setzen ist, wird es evident, dass die Congruenz: 


BE ER Vai ee Mae) 


m.n—1, 


besteht. Man kann daher in der Aequivalenz (75.) auf beiden Seiten das 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 49 
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Element W""""(z) durch die a„—m Elemente V,n, Vans»: Voncı er- 
setzen, da überhaupt aus einer Aequivalenz zweier Modulsysteme: 
(M,, M,, M,, .. .) OD (M, 09 „ M;, .. 4 f 
verbunden mit den Congruenzen: 
M=0, M=0 (modd. M, M., ...) 
die Congruenzen: 
M,=0 (modd.M, Me, ... M,, M;, ...) 
M=0 (modd. M, Mi, ... M, M. ...) 


folgen, und hiernach auch die Aequivalenz: 
Mi Mr, ... M, My...) DM, M., ... M, Ma, :-.) 
besteht. Es resultirt daher eine zweite fundamentale Aequivalenz: 


G \ (V, B (2), V m} (&), I m,m) m, er 93 ae) OD 
Is | Be W“ (2), BE) weg), V or weg), DR FR a V 


m,.n—1/} 


und die Folgerungen, welche sich daraus ziehen lassen, bilden den Haupt- 
zweck der vorstehenden Entwickelungen. Doch sollen zuvörderst einige 
Bemerkungen über das Modulsystem: 


/ Vi 7 
a ER ARE 0 AR, 


daran geknüpft werden. 


Da die mit V,. bezeichneten ganzen Funetionen der Variabeln v 
und o durch die Gleichung: 


r 


£ ku 1, ... u-l, m 
Wi; 0.43 k=(, 1. 2 a1. 4 ) 

oder: 
Vas _. lw,, Wir +++ Wntm-ı1r ur.) G=ul,..mehm) 


bestimmt sind, und für die Grössen © gemäss ihrer Definition als Ent- 
wiekelungseoeffieienten die Relationen: 
- Orr: = uni Wr rt 9-2 Watt Wr =") 
bestehen, so sind die Funetionen V,,, durch die Recursionsformel: 
— V,.: = 9% la tn la at to Van tn) 
mit einander verbunden. Es ist daher für Zn 
(9 .) v„=d (wii. Vans Yan) 
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diese Congruenz besteht aber auch für 2=m, m-+1, ... »—1 und auch für 
t=0, 1, ... m-—1l, da für diese letzteren m Werthe V„,=0 wird. Das 
Modulsystem: 


7 r 7 \ 
@; m,m» ER .-r Fan) 


ist also dem Modulsysteme: 
(Vo, Fası V.2 ir Fa 


äquivalent, wenn darin für r irgend eine Zahl, die grösser als »—1 ist. 
genommen wird, und es kann deshalb auch die Aequivalenz: 
(9.) Fe Pilsen ar Van) DD (Fon AR Ps ©. Ben; © in inf. ) 
aufgestellt werden. 

Da nun oben W""""(r) durch die Gleichung: 


I=% 
1) = V(@)E |w,, Dan oo. Daran Bl Ger. 
t=m 


bestimmt worden ist, so ist, wenn unter # eine Unbestimmte (indeterminata 


verstanden wird: 


| en 


V(u-!) . ud m, 
der Quotient: 
A 
Vu!) 
stellt daher — im Sinne des $ 22 meiner Festschrift zu Herrn Kummers 
Doetorjubiläum — eine „Form“ dar, welche dem Modulsysteme: 
EB Fiaik: ... ER 


entspricht und auch an dessen Stelle eintreten kann. So kann z. B. das, 
was die obige Congruenz: 


we g)=0 (modd. V,.., V. 


ae: Fanagit ner Fans) 
besagt, auch dadurch ausgedrückt werden, dass die Form: 
Wem) (u-1) 
(u) 
bezeichnet wird, und in dieser Fassung tritt das Resultat gewissermassen 
in Evidenz. 


we" (2) als die Form - „enthaltend“ 


Dass das Divisorensystem (V,, ., Vans Van) ein System (n—m)te 
Stufe ist, lässt sich leicht erkennen, wenn man die Grössen ©. %,. ... ı, 


an Stelle der Grössen d,, di, ++. Du_1, %r %5 +. du) als unabhängige Variable 
auffasst. Denn das letzte Element der mit V,, bezeichneten Determinante ist 
„4, und es ist daher: 


45* 
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V„.„ eine lineare Function von w,,„, deren Coefficienten nur w,. 
Wir 2. u] enthalten, 


V„n4+ eine lineare Function von “,,,., deren Coeffieienten nur er 

Wu, Wir 2. %, enthalten, E 

u.s. f. Die Resultante der Elimination von 3, Wanzız ++ Wmynı AUS den = 
Gleichungen: 

E zu Ö, RR = 0, rue RR — () un 

ist also nicht identisch gleich Null. mi 

Man kann nun in der That die 2» Grössen w,, %,, ».. %_ı an 

Stelle der 2» Grössen: mi 

Du; Di, » +. Du-ı) Oo Oz ver V, 
als unabhängige Variable auffassen, da sich die letzteren durch die ersteren aaa 
rational ausdrücken lassen. Gemäss der Definition der Grössen » ist näm- 
lich für =0, 1, 2, ... n—1: die 

wo, + %,_1%W,-Nt u. W,_2t+' "+9, W = Dr 
und es können hiernach die ersten » Grössen » an Stelle der » Grössen v Di 
eingeführt werden. Die » Grössen ®,, %, ... ®,_, bestimmen sich alsdann ka: 
aus den 2» Grössen @,, %, ... %,_, Mittels der » Gleichungen: u 

Wort On Warn it 920. 4n-.t "+00, = 0 aba...) ps 
Eben dieselbe Bestimmung der Grössen » aus den Grössen v und » ergiebt R 
sich direet aus den obigen Formeln (®.) und (E.), wenn man darin m=n 
nimmt. Alsdann muss nämlich der Ausdruck auf der rechten Seite gleich en 
Null werden, und es kommt: 

VE) V” (x) = B"(z)V(e), gel 

also: 

V(a) = na Be) = hu ee. so 
und diese beiden Gleichungen liefern unmittelbar ou, ©, +... © _1, Bor Dis «++ D,—ı Es 
als rationale Funetionen der Grössen @, ©, ».. Wau_ı. : 

Bedeutet r eine der Zahlen 0, 1, 2, ... »—m, so lässt sich die 
Determinante (m+r+1)ter Ordnung: Be 
lw,+,| (»94=0% 1,2... m+r) 
als ganze Function von ©, %, ++. Damyr-ı Und Yun, Ynmzız «+ Yanmyz, dar- und 


stellen. Ist nämlieh: 
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ın 


) ’ h) y h (A > 
0,» W,r1s .0..»* W,+m-—1) 2‘ ’ | page=] > ) } (4) (Ah 0, ®» .. .. m)a 


A 


wo 2,3, 3,... 2”) unbestimmte Variable bedeuten, so sind V, F,,. 


V;, ».. V%”) Determinanten m*" Ordnung, und zwar ist Vf” genau diejenige, 


m 


welche oben mit V, bezeichnet worden ist. Hiernach wird: 


ER r 2 | | 
Be) N, EWwu-ı > 61,2... 


ın 


und wenn man nun jede der r+1 letzten Horizontalreihen in der Deter- 
minante: 


[@,+;| (8 9=4,1,2,...m+r) 
mit Vf” multiplieirt und alsdann derselben die nächstvorhergehende, mit 
F- multiplieirt, die zweitvorhergehende, mit V,, multiplieirt, u. s. f. hinzufügt, 
so treten an Stelle der r+1 letzten Horizontalreihen: 


W > w, } 13 w, 4 2 [} u . w 


ads 
die folgenden: 

a ea Fass Gea,u+l,... mtr), 
Dabei ist zu bemerken, dass V,„,=0 ist, wenn £<Zm ist, und dass in dem 
von den Horizontalreihen der Grössen V,, gebildeten Rechteck nur die 
Ecke rechts Grössen V,,, enthält, in denen => m-+r ist. Alle diese Grössen 
füllen ein rechtwinkliges Dreieck aus, dessen Hypotenuse r+1 Grössen 
Vum+, enthält. Betrachtet man also die aus den m Horizontalreihen: 


W,. w, + 13 . . . U 


2; 3 { n—] 
h+m-+r Ü 1, ....m—1) 


und aus den r+1 Horizontalreihen: 


Vmbs Vonkti BU Upn EIS V‚ WA, ...F) 


gebildete Determinante nur: 


modulis: V 


so redueirt sie sich auf: 
jo: Va, (,k=0,1,...m-1), 
Es besteht daher die Congruenz: 


el = 


' +1 . 
m — |, +k|® } ar (modd. } m.m> 
(p, =D, 1,2... mtr; A k=(, 1, 2, ... m—1) 


oder wenn zur Abkürzung: 
|0,+,| u JRR (», q=U, 1, 2,...m+r) 








m,m+19) *° * ® m,m+r—1, 


und wie oben: 


WOn44 
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gesetzt wird: 
5 r+1 1 F 
($.) J be W.+ = > 7, } 2; (modd. Ms J m,m+1} * * ® ) ee 


Für r= 0 wird die Determinante W,,;,, ihrer Definition nach, mit V 


identisch, d.h. es ist W,„=V,„„, und die Congruenz ($.) zeigt also, dass 
das Modulsystem: 


(Fach J m,m+1} **® ER, 


in dem Modulsysteme: 
VW VW Va Wan +++ Va Wan) 
enthalten ist. 

Es lässt sich aber auch andererseits aus der Congruenz ($.) er- 
schliessen, dass das Modulsystem (W,., Wu, Wur2 +... W._,) in einem Modul- 
systeme enthalten ist, dessen Elemente Potenzen von V,„, multiplieirt mit 
Potenzen von Vu Vamri »** Ya, Sind. Erstens ist nämlich: 


a Ent 
ferner ergiebt die Congruenz ($.) für r=1, dass: 
VVYimnsı =Z0 (modd. W,, Wr) 
ist, und alsdann für r=2, dass: 
VoVYamız = Van Wams2.t @Vamııt @ Wu 


wird, wo @ und @, ganze ganzzahlige Functionen der Grössen ww bedeuten. 
Erhebt man die Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung zum Quadrat, 
so erhält man die Congruenz: 


Vin Zt (modd. W, Warn War) 
Nimmt man nun an, dass in der angegebenen Weise eine Uongruenz: 
a) Ber a EEE. EL. Wi) 
erlangt sei, so folgt aus der Congruenz ($.) die Gleichung: 
ee te Wert a Vannar + Van t + 


für beliebige ganze Zahlen p,;1, 9... Nimmt man diese durch die Recursions- 
formeln: 

IH = rg, +r—D)g- + +34+2—r+2, 

PH = (++ tBtq 
bestimmt an, so ist jedes der bei der Entwicklung der (q,,.)'® Potenz rechts 
vorkommenden Glieder: 
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Y’r+i V h, J h,_1 V* 
m 


m, m+r—| m,m+r—2*’*° m.m+ 1 


durch ein Produet: 


rPp +9 WK%% ,<—yr- 
V. J m,m+k—1 (“ 


r) 


| 
| 


theilbar. Denn erstens ist für jeden der r—1 Werthe von &: 


P+ 9% = Pır 


und da zweitens ,+A;+---+h,=q,.,, also: 


k=r 
& (h,—kq,) = —r+2 


k 


ist, so muss wenigstens für einen der r—1l Werthe von %: 


ww 


kg Z— h, 
sein. Die Congruenz ($.) gilt hiernach auch, wenn man darin r+1 statt 
r nimmt, und sie gilt also für ale Werthe r=1,2,... n—m. Es ist 
daher in der That das Modulsystem: 
(W,.; W, +1) Wr. Be „ u 


in dem Modulsysteme: 
ty ‘ 717g9r 
6 m nei .. .) (r=1,2,... n—m) 


enthalten, wenn die Zahlen g,, £, durch die Gleichungen: 


k=r kr 
> 5 Gr —1 ae - (kq—1), t, +1 = - /R (r=1l,2,..n-m) 
==] =] 
bestimmt werden. 
Die hier entwickelten Beziehungen zwischen den Determinanten 
\„, und W,,, können in folgende Congruenzen zusammengefasst werden: 


KR) War =30 (modd. V, Te AREN 


m.mı» 


(8) Veva,_=0 (modd. W, Wan --- W._) 


m» n—1) 
Es geht aus ihnen hervor, dass 
einerseits das Modulsystem (V,,„, Vamsıs +++ Va.) In dem mit Vi” 
multiplieirten Modulsysteme (W,, W,;1, »--. W,_,), andererseits 
dieses letztere in einer Potenz des mit V,, multiplieirten ersteren 
enthalten ist, wenn der Exponent genügend gross, z. B. gleich 


m—n+1+94+2: +35 + +(Ra—m)q,_. 


angenommen wird. 
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Jene merkwürdige Aequivalenz der beiden Systeme von Bedingungen: 
} m z 0, ) m,m “En 0, J m,m+-1 > Ö, all SE J Fe V, 
} m 2 0, W,, una: v, War we v, A W’-: ne v, 


m,n— 
welche ich schon im art. VII meines oben eitirten Aufsatzes *) nachgewiesen 
habe, tritt hier in Evidenz. Aber die Congruenzen ($,.), (8;.) sind nicht 


nur die wahre Quelle für die angegebene Aequivalenz. sondern sie ergeben 
auch allgemeinere Resultate, welche im Folgenden entwickelt werden sollen. 


s.4. 
Die im vorigen Paragraphen entwickelte Gleichung (9.): 


= (A) 
} rt ei SW -ı rt } m G=U132 ,... m) 
[ 


lässt sich, da V” =}, ist, in folgender Weise darstellen: 


D, } “ r- w,_ı v + W,_.2 4% + En + D,_n vr es v, 


s—” m 
m m ,.s—ım ( =— ), 


Da nun, gemäss der Congruenz ($'.) im $ 3, jede Determinante V,,,_, das 
Modulsystem (Tas Vamzıs + Vnnı) enthält, so besteht — im Sinne der Con- 
gruenz für dieses Modulsystem — zwischen den Grössen wo eine „lineare 
Reeursionsformel ter Ordnung“, nämlich **): 


voV,+w_., V/P+w.V/9+.-+w_,/ =0 (modd. Vuns Vamzızc Van-ı) 


mn—1/* 


In dem Systeme der Grössen: 


Wn+9 Be (2, 9=0,1,2%....), 
d.h. in dem Systeme: 

w ©, w w w,V ee (hl ERREE de 

03 19 23 SZ DE m—1) m" m» m+1i1’m)9 m+?2!?" ms 
TE w m w Wu, EEE A EEE 6 

a, 23 ’33 re Si. m» m+1 ' my» L m+?2’ m» “m+3’ ms» 

L} a 7 “ 2 ' 3 
WM), WD;, 04, ae 26 Dan ’ m +2 J ms I m +3 } ms I +4!’ ms» 


mit beliebig weit fortgesetzten Horizontal- und Vertical-Reihen ist daher 
modulis Vans Vamrıs » = Vnn-ı Jede Verticalreihe eine lineare homogene 
Funetion der m unmittelbar vorhergehenden; 


*) Monatsberieht der hiesigen Akademie vom Juni 1881. 


*#) Vo]. die Definitionen im art. VII meines mehrfach eitirten, im Monatsberichte 
der hiesigen Akademie vom Juni 1881 abgedruckten Aufsatzes. | 





















Fe: 
ge 


au 
2n 
Re 


ve 
let 


di 


ve 
8) 





Kronecker, über einige Anwendungen der Modulsysteme. 357 


jede Determinante (m+1)'” Ordnung dieses Systems ist also modulis 


Vams Vnmaıs ++ Vnnı eongruent Null, d. h. der Rang des Grössen- 
systems: 


ın gm+1 (2. u ag ) 
10,4, ) Dr 4 


m 


ist in Beziehung auf das aus den n—-m Determinanten: 


h U, 1 ! u _ \ 
Wı+x| Be er 
[= ’ m-+] ı—| J 


zu b!ldende Modulsystem genau gleich m. 
Ferner folgt hieraus mit Hülfe der am Schlusse des vorigen Paragraphen 
gegebenen Entwickelungen: 





dass eine Potenz jeder aus dem Grössensysteme: 


ur (} -= 
+; Dr 4 ) 


zu bildenden Determinante (m+1)'” Ordnung, nach Multiplication mit 
einer genügend hohen Potenz von V,„. modulis W,,. W,..:.. -.. W,_ 
congruent Null wird, also das aus den n--m Hauptdeterminanten: 


24,1 Er nes) 
zu bildende Modulsystem enthält. 

Nimmt man für d,, Di, ».. Ou_1, ®or Cs > +. ©, Irgend welche ganze 
Grössen eines natürlichen Rationalitätsbereichs (R, RW, ... RN"), so sind 
auch %,, %,, %s, ... ganze Grössen desselben Bereichs: denn die ersten 
2n Grössen © sind nach $$ 1 und 3 mit den Grössen vd und » durch die 
Relationen: 


) 
i 


w,+ %1W,-NTt U. w, — + a brite + U.— w, = D —h—]1 
© t+ 9-1 Wr 92029 = V { 


verbunden, während sich die Grössen ®,,, a4. ... alsdann durch die 
letztere Gleichung für k — 2n» bestimmen. 


Die Determinanten (»+1)!°" Ordnung, welche aus dem System: 
Dy4; e EE.3 
gebildet werden können, sind sämmtlich gleich Null. Der (absolute) Rang 
dieses Systems ist also gleich », wenn die Determinante »!e" Ordnung: 
0,4, | . (p. 9 1 n—1) 
von Null verschieden ist; aber der „Rang in Beziehung auf ein Primmodul- 


system‘ (M', 7’, 7, ....) des Rationalitätsbereichs (R,R”,... N") ist gleich 
Journal für Mathematik Bd. XCIX. Heft 4. 46 
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m, wenn m die grösste Ordnungszahl aller das Modulsystem (M’', M", M'", ...) 
nicht enthaltender Determinanten ist. Da aber oben gezeigt worden ist, dass 
jede aus dem Systeme w,,, zu bildende Determinante (m+1)ter Ordnung, 
nach Multiplication mit einer Potenz der Determinante V,, das aus den 
»—m speciellen Determinanten (m+ 1) Ordnung Vuns Vumsnm »*: Van-ı 


bestehende Modulsystem enthält, so genügen für die Charakterisirung der 
Rangzahl m die Bedingungen: 


(&.) V„. nicht = 0, V, „= 0, Van 30: Van 0 (modd. M', M", M'"', ...) 
oder: 
(&.)  lw,4.| nicht = 0, ow.]|=0 (modd.M, M", M'",...) 
(„h=V,1,... m—l), (i=V0,1,...m—l, m; k=0,1,... m—l,t; t=m, m+1, ... n—1)y 
welche, vermöge der Congruenzen (R,) und ($..) im $ 3, und weil 
(M,M’, M",...) als ein Primmodulsystem vorausgesetzt worden, mit den 
Du 22 005 aan. 
Bedingungen: 
(M.) V„ oder W,„-, nicht=0, W.„=0, W.hn=0, ... Wm=0 
! 2 m 
(modd. M, M", M", ...) 
oder: 
(MM) 18,4. nict=0, |w,,,|=0 (modd.M', M", M'",...) 
(, h=UV,1,...m—l) (d,g=V),1,2,..mt+tr; r=V, 1,2... n=-m-—I) 

völlig äquivalent sind. Aus diesen letzteren Bedingungen geht hervor, dass 
es genügt, 

die Rangzahl m als die grösste Ordnungszahl aller das Modul- 

system nicht enthaltenden Hauptdeterminanten: 


| WW; w;, | | 


ws, %ı, | 
| | 

RR) wu. | I, 0, Wil ee. 
| 


Wr Ws | 
w., ww, WW; 

zu definiren; 
und dies ist wohl die einfachste Weise, den Rang eines Systems w 
Beziehung auf irgend ein Primmodulsystem zu charakterisiren. 


p+q4 1 


SD. 
Gemäss der Aequivalenz (®.), am Schlusse des $ 2, müssen Con- 
gruenzen: 


2.) 


(YaBB) = De) Wa), V.Vla) = Ola) Wa), 
IV, WE) = VEPa)Ble)+VAP(@)V(@) 
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für das Modulsystem: 


@ m ,m) Pas 5 Me } VRR 
bestehen, in welchen: 
Te), Or), P(«), O(z) 
ganze Functionen von x bedeuten, deren Üoeffiecienten ganze ganzzahlige 
Funetionen der Variabeln v und ® sind. 


Nach $ 1, (E,.) und (E.) kann z. B. 
P(z) er ve), P(&) a: BI), Ur) = U” (E), O(z2) = V"(z 


genommen werden. 
So wie nun überhaupt durch drei Gleichungen: 


&.) Ya)=fa)ee), vla)=fa)he), Fa) = ya)y@)+trle)v@). 


in denen f(x), g(x), h(z), p(x), p.(z), w(x), w,(x) ganze Funetionen von x 
bedeuten, 

f(x) als grösster gemeinsamer Theiler von g(x) und w(e) 
vollständig charakterisirt wird, so lässt sich auch der Inhalt jener funda- 
mentalen Aequivalenz (®.) dahin formuliren, dass 


die Function W“""’(z) den grössten gemeinsamen Theiler der beiden 
Functionen V„B(x) und V,V (x) modulis V,,., Vanın Van. darstellt. 


m,m) 
Es muss sich daher bei dem Verfahren zur Aufsuchung des grössten ge- 
meinsamen Theilers von V(xz) und B(x) die mit W"""’(z) bezeichnete 
Funetion als solcher ergeben, wenn man bei diesem Verfahren jede ganze 
Function der Coeffieienten vd und ® gleich Null setzt, die sich als ganze 
lineare homogene Function von: 
v 


m,m) ) m,m-+ 1% EP ) m.n—1 


darstellen lässt, deren Üoeffieienten selbst ganze Functionen der Grössen v 
und eo sind. 


Es seien nun, wie im vorigen Paragraphen, die Coefficienten von ®(«) 
und V(z) ganze Grössen des natürlichen Rationalitätsbereichs (W,R",... N"), 
ferner bedeute (M', M, M",....), ebenso wie dort, ein Primmodulsystem 


desselben Bereichs, und der Rang des aus den Entwickelungseoefficienten 
W.,, w, 22 .... von: 


z) 


ns — - Zn 3 ... 
Ve) = we” we" +wr0+ 
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zu bildenden Systems: 
WW, w;, w;, 


w;, w;, W;, 
WW, Wy, %Wy 


sei in Beziehung auf das Modulsystem (M', M", M",...) gleich m. Als- 
dann ist dieses Modulsystem in dem Modulsysteme (V,n> Vamzı ++ Vnn-ı) 
enthalten, und die obigen Congruenzen (®P.) gelten daher auch modulis 
M, M", M",.... Da ferner, gemäss der Charakterisirung der Rangzahl 
m, die Determinante V„ das Primmodulsystem (M', M’, M',...) nicht ent- 
hält, so kann der Factor V,, in der letzten der drei Gleichungen (%.) weg- 
selassen, in den beiden ersten aber durch eine in Beziehung auf das Modul- 
system (M', M", M',...) primitive oder Einheits-Form E ersetzt werden. 
Hiernach bestehen für das Modulsystem (M', 7’, M'", ...) Congruenzen: 


) (EB) =D) We), E.Vea)= Ole) We), 
N Wen (a) = Ba)B(a)+P(a) Ve), 
welche die Function W"'(x) als grössten gemeinsamen Theiler von B(«) 


und V(x) modulis M', M', M', ... charakterisiren. Ebenso wie aber jenes 
System von drei Gleichungen (Q.) einfach durch die Aequivalenz 


(Plz), veR)) D f(@) 
ersetzt werden kann, welche zeigt, dass das Divisorensystem (p(z), w(«)) 
sich auf den einfachen Divisor f(z) reduciren lässt, so kann auch der wesent- 


liche Inhalt des Systems der drei Congruenzen (®.), mit Weglassung der 
nebensächlichen Funetionen Oz), O(x), Plz), P(z), durch die Aequivalenz: 

R) (Be), Vea)) cv Wed(@) (modd. M’, M", M'", ...) 
einfach und deutlich dargestellt werden. 

In dieser Aequivalenz ist der Zielpunkt der vorstehenden Aus- 
einandersetzungen enthalten, nämlich die Bestimmung des grössten gemeinsamen 
Theilers zweier ganzen Functionen B(x) und V(x) für irgend ein Primmodul- 
system (M',M",M",...).. Denn mit Hülfe der Entwickelungscoefficienten 
OD, Wi, Wr, ... VON: 


Vz iı 2 & 
@) = W,T ec” +wr Ihe 

V«) 
lässt sich der grösste gemeinsame Theiler von B(z) und V(x), welcher 


oben mit W"""(z) bezeichnet worden ist, als ganze Function (a — m)! 
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Grades von z, nach $ 2 durch: 


h=n—m rn 


z a3 olw.,.| ne 


0), 1,...m—2, r—h— 
h=Ü r—h+m m 7 —1 


oder durch die Determinante: 





% (x), WW W;, . ” . Von 2 
wV (x), WE — W,, DEU 2:0: Wert U,_, 
wV(e), WC — Ws, WE-W, ::: WW 


| Wn-2 (x), Wn_ 28 Wn— VW mn -1 I— VW ns wi, Won — AD — 3 


darstellen, und die Zahl m ist hierbei durch den Rang bestimmt, welcher 
dem Grössensystem: 


Ws LE Ws, [ . . 
VO WW  Wy, 


Wy WW Wy 


in Beziehung auf das Modulsystem (M', M’, M,...) zukommt. 

Die Bestimmung des grössten gemeinsamen Theilers, den zwei Fune- 
tionen B(x) und V(x) an sich, d.h. ohne Beziehung auf irgend ein be- 
stimmtes Modulsystem haben, kann als ein specieller Fall des oben be- 
handelten Problems aufgefasst werden. Denn wenn man dem Rationalitäts- 
bereich (W,R”,... RC"), welchem die Coefficienten von B(z) und Vz) 
angehören, eine neue Variable N hinzufügt und diese selbst an Stelle des 
Modulsystems (M', M”, M'",...) als Modul einführt, so besteht die Aequivalenz 
(R.) offenbar nieht nur mod. R, sondern auch an sich, da die Coefficienten 
der Functionen B(z), V(x) und W“"’z) von R unabhängig sind und also 
jede ganze Function dieser Coefficienten, welche mod. % congruent Null ist, 
auch gleich Null sein muss. 


$ 6. 
Für den einfachen Fall des absoluten Rationalitätsbereichs N = 1 sind 
Oys Dis 00 ®05 Pay rer Wo; 5 ».. ganze Zahlen, und an die Stelle des Prim- 
modulsystems (M', M", M'',...) tritt eine gewöhnliche Primzahl p. Ist als- 
dann die Determinante m!“ Ordnung die letzte in der Reihe der Haupt- 
determinanten: 
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|Wı Wı, Ur 


wo, w;| 

wo | 10, Wu W 2. 
|W,, W, | | 
Wr Wr, Ws] 


deren Werth nicht durch p theilbar ist, so ist (nach $ 4) der Rang des 
Systems der Zahlen w,,, in Beziehung auf den Modul p genau gleich m, 
und die beiden ganzen ganzzahligen Funetionen von «: 

Vtme+ne + +0, a, tat + +o,_ et" 
haben, modulo p betrachtet, einen grössten gemeinsamen Theiler vom Grade 
n—m. 

Nimmt man speciell z=p—1l, u=—1l, u, =\, u =(,... =, 
so ist: 

Wa = dann, ABO Warm = W, 8=0,1,... mine.) 

und es wird dann durch die obigen Entwickelungen der grösste gemeinsame 
Thheiler der beiden ganzen ganzzahligen Functionen von x: 


wc "+ Wo, a W, art ... + W,_3 z + W.—. und ze 1 


modulo p bestimmt. Da dieser aber nichts Anderes ist als das Product: 


(2-2,)(2-2.)...(C-T,_n): 
Wenn 2, 2%, ».. Z,_„ die sämmtlichen, unter einander und von Null ver- 
schiedenen Wurzeln der Congruenz: 


(SS) war+war +... +Ww,2+Wwon=0 (mod. p) 


bedeuten, so’ ist es eben dieses Product, welches nach $5 durch den Quo- 
tienten zweier Determinanten m!" Ordnung: 
1 


E. 2 u Be n—m 2 n—m—1 e > | 
lw,+n| WO, Wyarıy re Wurm; Wgrm-ıT ru tm TER ont Wy4n-] 
’grnh 


(, h=0,1,2,... m—1) 
(mod. p) dargestellt wird, und es sind die Bedingungen für das Vorhanden- 
sein von genau 2—m unter einander und von Null verschiedenen Con- 
gruenzwurzeln, welche dadurch ausgedrückt werden, dass die Determinante: 

(&.) lw;;x| (,k=0,1,2%,...r) 

fürr=n—1l, »-2,... m durch p theilbar, aber für r=m-—1 nicht durch 
p theilbar sein soll. 

Gemäss $4 (8) können diese Bedingungen durch die folgenden 
ersetzt werden: 

(S")  |w,,.]| nicht = 0, w..]=0 (mod. p). 


(,h=l,1,... m—1l) G=0,1,... m—, m; k=0, 1,...m—Ll,t; t=m, m+1, .... n—1). 
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Mit diesen sind aber, wie im $ 4 gezeigt worden ist, zugleich die Bedingungen 
dafür erfüllt, dass sämmtliche Determinanten (m-+1)ter Ordnung, welche aus 
dem Systeme 
Wir (,k=U,1,...n—1) 
gebildet werden können, aber nicht sämmtliche Determinanten m!° Ordnung 
p als Factor enthalten. 
In dieser letzteren Weise sind die Bedingungen für die Existenz von 
n—m Congruenzwurzeln von Herrn König aufgestellt und von Herrn Rados 
als nothwendig und hinreichend nachgewiesen worden *®). Nach der hier 
eingeführten 'T'erminologie finden die Königschen Bedingungen ihren Aus- 
druck einfach darin, 
dass der Rang des Systems 
Wirk (,k=0,1,...n-1) 
in Beziehung auf den Modul p genau gleich m sein soll. 
Aber hierfür sind auch schon die je a—m+1 Bedingungen (&'.) oder (&.) 
ausreichend, und deren Anzahl ist wesentlich geringer als die Anzahl der- 
jenigen, welche bei der Königschen Formulirung gebraucht werden. 
Dafür, dass die Congruenz (©.) überhaupt eine von Null verschiedene 
Wurzel habe, genügt die Bedingung; 





lw,;. =( (med. p) (, h=0,1,... n—1) 
oder also **): | 
!hkrıi 
NZ w;e " =0 (mod. p) 0, k=0,1,...n-1), 
Diese Bedingung findet sich schon — wenn auch unter etwas anderer 
Form — bei Schoenemann. Dass sie in der T’hat genügt, erhellt aus der 
Gongruenz: 
2hkrri 
I2w,e Ra I Z wg“ (mod. p) ,k=0,1,...n—1), 


in welcher g eine primitive Congruenzwurzel von p bedeutet; diese Uon- 
sruenz selbst aber ergiebt sich unmittelbar aus der Congruenz: 


2hnmi 
IKz—e" )=II(@—-g‘) (mod. p) G=01,...n-1), 
k h 
wenn man das Lemma benutzt, welches ich im $ 1 meiner Inaugural- 
dissertation ***) aufgestellt und bewiesen habe. 
*=) 5. 258 dieses Bandes. 


*#=) Baltzers Determinantenbuch V. Aufl. $ 11, 1. 
===) Bd. 93 dieses Journals S. 2. 
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IV. 
Auflösung eines speciellen Systems von Congruenzen. 
81. 
Die im vorigen Artikel enthaltenen Entwickelungen können zur 
Auflösung des Systems von » Congruenzen: 


k—=n— 


1 
(1.) = W,4,9 Zw, (modd. M'M"M",...) Fe N 


benutzt werden, d.h. sowohl zur Ermittelung der Bedingungen, welchen 
die als gegeben betrachteten Grössen w und w" genügen müssen, damit die 
Congruenzen Lösungen zulassen, als auch zur Bestimmung der gesuchten 
» Grössen g, selbst im Falle der Lösbarkeit. 

Hierbei bedeuten die Grössen M, w, w’ ganze Grössen eines natür- 
lichen Rationalitätsbereichs (W,R,... RN")  Ueberdies soll — wie im 
zweiten Theile des $5 (art. IID) — (M', M",M",...) ein Primmodulsystem 
und wer +we”+we”°+--- die Entwickelung des Quotienten der beiden 
Funetionen Vz) und Vz), d. i. | 


+2 + +0, und +9,24 +0,02" +2" 


sein, deren Coeffiecienten vd und » ebenfalls als ganze Grössen des Bereichs 
M,R,... RP) vorausgesetzt werden. 


Definirt man nun ,, %,,1, ... durch die Gleichungen: 
k=n—1 


& = 0 
s Wr Pr = Wn 


(h=n, n+l,.... in inf), 


in welchen die Grössen 9, eben die den Congruenzen (1.) genügenden 
Grössen bedeuten, so sind die Grössen 0, durch eine lineare Recursions- 
formel mit einander verbunden, deren Ordnung höchstens gleich » ist, und 
die Reihe: 


h=n u 
RP; w, Sci 


stellt daher eine rationale gebrochene Function von x dar, in welcher der 
Nenner höchstens vom Grade » ist. Bezeichnet man diese, in redueirter 


eg 
Form, mit ee) so wird das System der Congruenzen (1.) in der Con- 
V (x) ’ y 8 J 
gruenz: 
h=»n k=n—1 zu DIy r “ 
= = W,rr Pr C  —— Fe (modd. M, M Pr u 


zusammengefasst, und diese kann, wenn darin für die Reihe: 


we +wae”tun,ae”+-- 
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wo 
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. Nr in a ' 
ihr Werth 7 substituirt wird, noch folgendermassen dargestellt werden: 


\ De) ri %°(r) h 
2.) —- ’ pa -+G(z) (modd. M', M' 
( / V(z) = Pi V’(x) us) “ . . ). 
wo G(z) eine ganze Function von x, nämlich: 
k=n 1 ı=k—1 
z ze 
k—0 A—V 


bedeutet. Multiplieirt man nun diese Congruenz (2.) mit der ganzen Func- 


tion Br). welche in der letzten der drei Congruenzen (®.) im art. III. $5 
vorkommt, und macht dann von den beiden letzten Relationen (B.) Gebrauch. 
so folgt, dass: 

k- 1 


E. 2 Yı« 
k—V) 


ER Pr) (€) pe 4 ’ d en 
(3.) = —— Is t+G(z) (modd. M, MT, 
I) V“(«) 
sein muss, wo @,(x) eine ganze Function von x bedeutet. 
W » | (x) . A 
Schon die Congruenz (2.) lehrt, dass der Bruch PS sich modulis 
(T) 
' B . . ‚ . I (r) 
,„ M",... auf einen solch demselben Nenne e der Bruch —. 
M,M, wuf einen solchen mit demselben Nenner wie der Bruel 7 
7) 


also nach art. Il, $ 5, CB.) auf einen Bruch mit dem Nenner Q(x) redueiren 
lassen muss. Die hierfür erforderlichen Beziehungen zwischen den Grössen 
w und w' bilden die nothwendigen und hinreichenden Bedingungen für die Lös- 
barkeit der Congruenzen (1.). 

Wenn die Congruenzen (1.) erfüllt sein sollen, muss sich also die 
Reihe wye”"+wa2”’+-- (im Sinne der Congruenz für das Modulsystem 
(M, M”,...)) durch einen Bruch mit dem Nenner V(x) darstellen lassen. 


Bei Einführung des Zählers dieses Bruches V(z) & w,x” ' lassen sich 


I mm 


aber die Bedingungen der Lösbarkeit der Congruenzen (1.) einfach durch 
die Congruenz: 


. h=% / Y/ ’ \ J " ” 
(4) I (2) 2. =0 (modd.%(2), Vz), M,M,... 


ausdrücken, welche unmittelbar aus der Congruenz (2.) hervorgeht. 


\ 
Sind die Bedingungen für die Lösbarkeit der Congruenzen (1.) er- 
füllt, so bestimmen sich vermöge der Relation (3.) die Grössen g, durch die 
Congruenz: 


k=n— 


1 
5.) E. 3 9a=R(lz)+0(z)S(e) (modd. M', M", ...) 


k—1) 
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wenn darin R(x) diejenige ganze Function (m—1)teu Grades bedeutet, für 
welche die Differenz: 


i DIEHPINE: R(x 

(6.) ( ) &BRR. (modd. M', M", ...) 
V'@) 0(@) 

einer ganzen Function von x congruent ist, und wenn ferner für S(x) eine 

ganze Funetion des Grades a„—m—1 genommen wird. Der Aus- 


druck auf der rechten Seite der Congruenz (5.) wird alsdann, da Q(x) vom 
m'e Grade ist, in der That vom Grade »—1. 


beliebige 


Die in der Congruenz (5.) enthaltene Bestimmung der Grössen 
lässt sich auch im Anschluss an die Bedingungsceongruenz (4.) durch die 
Uongruenz: 

7) Va)zWar = Ba) & ‚pr (modd. Ve), M, M",...) 
ausdrücken, welche sich unmittelbar aus der Congruenz (2.) ergiebt. 

Die Funetion S(z) enthält n—m beliebige Coeffieienten; es giebt 
daher, falls die Congruenzen (1.) überhaupt Lösungen zulassen, eine (a— m)- 
fache Mannigfaltigkeit von Grössen Y,, welche jenen Congruenzen genügen, 
Dass dies der Fall ist, wenn die Grössen , sämmtlich eongruent Null 
sind, geht schon aus den allgemeinen Entwickelungen im art. II hervor. 
Die Congruenzen sind dann stets lösbar, und die gesuchten Grössen 
fos Pıs »:. Pu bestimmen sich in ihrer (a—m)-fachen Mannigfaltigkeit: 

als (dem Integritätsbereich [|W, W, ... RP] angehörige) Coef- 
ficienten irgend einer das Modulsystem (Q(z), M', M",...) enthal- 
tenden ganzen Function (a —1)!" Grades von x, 
wenn für O(x) die im art. III, $ 1 mit V"’(x) bezeichnete Determinante: 
we Wwnl Hi=12...,m) 
genommen wird, und wenn m den Rang des Coeffieienten-Systems der Con- 
gruenzen (1.) in Beziehung auf das Primmodulsystem (MN, M”,...) bedeutet. 
Denn die im art. III $ 2 hergeleitete Congruenz W""Iz)=0 besteht 
bei den gemachten Annahmen für das Modulsystem (M, M”,...), und die 


Gleichungen (E.) im art. III, $ 1 ergeben dann, dass der Bruch ve sich 
Yıln) (x ı R m 
modulis M', M, ... auf den Bruch Te redueirt, dass also in der That 


die Function VY (x) für den oben mit Q (x) bezeichneten Nenner genommen 
werden kann. 

Das hier benutzte Resultat, dass die Rangzahl m mit der Gradzahl 
der Funetion Y"(x) identisch ist, mag an dieser Stelle nochmals hervor- 
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gehoben und unabhängig von der vorstehenden Entwickelung folgender- 
massen formulirt werden. 
„Dind 0, 0, @,, ... ganze Grössen eines natürlichen Rationali- 
tätsbereichs, und wird durch die unendliche Reihe w,r”"-+ır, x 
+w,2”°+-- — im Sinne der Congruenz für ein Primmodulsystem 
desselben Bereichs — eine rationale Funetion von x dargestellt. 
so bezeichnet die Zahl, welche den Rang des Systems: 


Wir; G, k=0, 1,2, in inf.) 


in Beziehung auf das Modulsystem angiebt, zugleich den niedrig- 
sten Grad, auf welchen der Nenner der durch die Reihe darge- 
stellten Funetion redueirt werden kann.“ 

Es folgt hieraus, dass auch der absolute Rang eines Systems ıv, 
mit dem Grade des Nenners des durch die Reihe we" +uw, 2" +02” -+-- 
wirklich dargestellten (redueirten) Bruches übereinstimmt; denn gemäss der 
Bemerkung am Schlusse des $5 kann dies als ein speecielleres Resultat 
aufgefasst werden. 

$ 2. 

Für den einfachen Fall des absoluten Rationalitätsbereichs NR = 1 
sind WW, Wı, War ++. Wr Wi, WI,» Pr Pr, Pr, -». ganze Zahlen, und an 
die Stelle des Primmodulsystems tritt ein Primmodul p. Nimmt man nun 
V(z) = x"—1, so wird für jede ganze Zahl +: 


„ı) 0 


Wytn ng WW, u htn 2 U, 
und es ist demnach: 
k= n—] n— 1 
y ö n—k—1 u R,. n —/ 1 
i ne . = W;% @ ae Ss 0: X 
we = Et 
N 5“ 1 Aal ri 
Für die Lösbarkeit der Congruenzen: 
k=n—1 
(9.) 2 WM w, (mod. p) M=0,1,...n-1) 


ist also — gemäss der Bedingung (4.) im $ 1 dieses Artikels — nothwendig 
und hinreichend, dass die Congruenz: 


k=n— kn 1 


(10.) zZ wer—=0 (modd.p, &-1, 3 wart) 


m 
kV) k i 


erfüllt sei, und wenn dies der Fall ist, wird die Bestimmung der Grössen 
AT7* 
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p gemäss $ 1 (7.) durch die Congruenz: 
ü k=n—1 0 k k=n—1 k n—1 5 N 
(11.) SZ wa” = R> prE = we" "" (modd.p, «"—1) 
K ee) Pasz 
vereben. 


Im Falle a=p-1 ist das Modulsystem der Congruenz (7.) dem 


Systeme (p, (©—2,)(@—2,) ...) Äquivalent, wenn &,, 2, ... die untereinander 


und von Null verschiedenen Wurzeln der Congruenz: 


k=p—? 
Y kb 
EZ waer”=( (mod.p) 
k—0 
bedeuten. Die Congruenzbedingung (10.) besagt demnach nichts Anderes, 
als dass die Congruenz: 
k= p—: 


5 waer”=(0 (mod.p) 
k—() 


für alle von Null verschiedenen Wurzeln der Congruenz: 


k= p—: 
y 


. )— k—) r rt 
= w,.' =() (mod. p) 


erfüllt sein muss, und dies ist also nothwendig und hinreichend für die 
Lösbarkeit der Congruenzen: 


k p—? 
5 wup = uw, (mod.p) M=01,...p-1), 
k—1) . 

in denen w, = Wu %,=Uy +. Wy4= W,_, Zu nehmen ist. 


Im Falle a=p wird das Modulsystem der Congruenz (10.), da 
2’—1 == (e—1)” (mod. p) ist, einem Modulsysteme (p, (e—-1)”"") äquivalent, 
in welchem der Exponent von e—1 höchstens p—1 sein kann, weil das 
letzte Element des Modulsystems der Congruenz (10.) nur vom Grade p—1 


ist *). Die Congruenzbedingung (10.) besagt hiernach, dass 
k=p—1 


die Funetion 3 we" modulo p durch die höchste Potenz von 
k—() 
v ah “ a) . k=p—1 k | 
x»—1theilbar sein muss, welche in der Funetion $ w,e’”” als 
k=0 


Divisor modulo p enthalten ist, 
und dies ist also nothwendig und hinreichend für die Lösbarkeit der Con- 
Sruenzen: 


*) Es wird hierbei natürlich vorausgesetzt, dass nicht alle Grössen w congruent 
Null sind. 
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k=p—l1l 


5 w4p = w, (mod. p) =, 1,...p-1), 
kl) 


in denen w,=w, Wh =Un :.: Wo w,_., 18t. 


Nimmt man alle p Zahlen «’ gleich Eins, so wird: 


k=p—1 r 
3 wer =(z—-1)" (mod.p), 


k==1) 
und die Bedingungen der Lösbarkeit der Uongruenzen: 


ö k=p—1 
(12.) 5 Wr Pr l (mod. p 
kA) 
sind daher für jedes beliebige System von Zahlen zo, 0, ... 0, , erfüllt. 


falls nur nicht alle durch p theilbar sind. Die allgemeinsten Werthe von 


Pur Pi ++. 9, Werden hier, gemäss den im $ 1 gegebenen Vorschriften. 
in einfacher Weise durch die Congruenz: 


k- p—1 z u 
(13.) 5 9e=r(e—1)"" (modd.p, (e—1)") 


. / 
h (0 


definirt, und die Zahlen m» und r sind dabei durch die Congruenzen : 


h p—1 N % \ N N 
(14.) 53 warn =(z—1)"y(e), ry(l)=1 (mod. p) 


0 
. . .. A r 
bestimmt, welehe (2—-1)’”" als die höchste in 5 w,«’ 


un 
() 


(modulo p) ent- 
haltene Potenz von 2—1 charakterisiren. 

Dass die so definirten Grössen y in der T'hat den Congruenzen (12.) 
genügen, zeigt sich unmittelbar, wenn man die beiden Uongruenzen (13.) 
und (14.) mit einander multiplieirt. Dann kommt nämlich: 


p—1 k p—1 P n / \ 
zZ wer" 2 pe=rple)(e—-1)’" (modd.p, (2—1)), 
u 1) 


und da: 


ry(z)=1 (modd.p, c—-]), (z-1P"=14+4r+2°+--| 


Fa2P (mod.p). 
%' 


 mp— y ER RU | f 
= ww, Sp = LwnYpre?"" (mod. 2’—1]) ke.) 
/, k h.k ’ 

ist, so resultirt die Congruenz: 
any 10, er px” 1 == PN Lie l (modd. P; pr se 1) (h, h 01 p—1) 
hyk h $ i 


aus welcher die p Congruenzen (12.) offenbar folgen. 
Die Lösbarkeit der Congruenzen (12.) brauchte ich als Lemma für 


Sätze aus der T'heorie der algebraischen Gleichungen, welche ich in meinen 








‘ 
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öffentlichen Universitätsvorlesungen in diesem Wintersemester entwickelt 
habe. Ich habe dabei zwei verschiedene, jedoch etwas ecomplieirte Beweise 
für das Lemma gegeben. Aber Herr Runge, welcher den Vorlesungen 
beiwohnte, hat dann einen einfacheren Beweis gefunden, und mir eine Mit- 
theilung darüber gemacht, welche mich auf die obige Beweismethode und 
auch auf die Behandlung des allgemeineren Problems in $ 1 dieses Artikels 
geführt hat. 


$ 3. 
Nimmt man für die Grössen wo; in den Congruenzen (1.) des $1 
dieses Artikels die Grössen ®,,., so wird diesen Congruenzen offenbar durch 
die Werthe: 


p=-v, (modd. M, M",...) &=0,1,... n-1) 
genügt, da die Grössen ve und ®w durch die Relationen: 
” k=n—1 
(15.) Ott EZ 90,4. = 0 ad in Eu Ba 
k=0 


mit einander verbunden sind. Es sind dies aber nur dann die einzigen ge- 
nügenden Werthe der Grössen g,, wenn der Rang des Systems: 

W;rx (,k=0,1,2,... in inf.) 
in Beziehung auf das Modulsystem (M, MT, ...) genau gleich » ist. Für 
die hier angenommenen Werthe. der Grössen «;) wird nämlich: 

Be) _ Be) „Fi 


— EP mn y Wo ‚ge 
V’(«) V(x) eig 
. k=n-1 
und wenn man hierin x’ durch V(x)— FE v,x" ersetzt, so bestimmt sich ver- 
ki 


k=n—1 
möge der Congruenz (D.) des $ 1 die Function & g,x" als der Rest der 
5 ; kV 
Division von: 


k=n—1 


de 
— 5 va 


kU 
dureh Q(x), unter Hinzufügung eines Ausdrucks O(z)S(x), in welchem S(«) 
eine beliebige ganze Function des Grades »—m—1 bedeutet. Nur dann also, 
wenn die Zahl m, welche den Rang des Systems w,,, bezeichnet, genau 
gleich » ist, werden die Grössen g, durch die Congruenz: 
2 rt ’ J k=n—1 ’ ’ er 
2 pyd=— 2 08 (modd. M, M", ...) 


kl 


vollständig bestimmt. 
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Nach den im $ 1 gemachten Voraussetzungen ist V(z) eine ganze 
Grösse des Bereichs (2, W,R,... RN"). Ist nun diese Grösse V(z) irre- 
duetibel, so kann sie keinen Factor niedrigeren Grades Q(x) haben, und 
zwar auch nicht im Sinne der Congruenz für das Modulsystem (M, M,...), 
wenn die Irreduetibilität von V(xz) in demselben Sinne vorausgesetzt wird. 
Der Rang des Systems ®;,, in Beziehung auf das Modulsystem (MM, M”,...) 
kann dann also niemals kleiner als » sein. welche Grössen des Bereichs 
R,R,... NR") man auch für die Grössen d nehmen mag. An Stelle 
der Grössen v kann man aber auch, wie schon im art. III, $3 (8. 552) 
erwähnt worden, die ersten » Grössen w beliebig annehmen. 

Die Irreduetibilität einer ganzen Function von x: 
vt%.c+%r2° +. +0, _ a" +8", 


in Beziehung auf ein Modulsystem (M’, M”,...), lässt sich hiernach dadureh 
charakterisiren, dass der Rang des Systems: 


WD;;7 (a, / 1 1) 


stets gleich » ist, wenn für w, %,, ... @,_, beliebige ganze Grössen des- 


n—1 
ur 


selben Bereichs (W, R,... N") genommen werden, dem die Üoeffieienten 
Oo © +.» ®,_, angehören, und wenn ferner die Grössen @,, @yın »:- Mono 
mittels der Relationen (15.) aus den ersten » Grössen ® und den Grössen 
v bestimmt werden. 


